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Kapitel 1

Einfihrende Vorbetrachtungen

1.1 Aufbau und Ziel der Vorlesung

Die Vorlesung "Kanalcodierung | und II” soll die grundleglan Prinzipien der Kanalcodierung und ihren
Einsatz in praktischen Systemen verdeutlichen. Aufgrued uhgeheuren Vielzahl von Codes kann keine
vollstandige Beschreibung aller Verfahren, sondern rine &leine Auswahl der wichtigsten Codefamilien
vorgestellt werden. Aus diesem Grund beschrankt sich dieeSung auf die in praktischen Systemen haufig
eingesetzten Codes.

Die Vorlesung selbst gliedert sich in zwei Semester. Dieri&laodierung I” beschaftigt sich zunachst mit den
Grundlagen, wie z.B. dem Aufbau digitaldbertragungssysteme, der Informationstheorie und denviek-
tigsten Vertretern aus der Klasse der Kanalcodes, namdéahBlockcodes und den Faltungscodes. Im zweiten
Semester werden dann aufbauend auf den erworbenen Kesamriiemplexere Techniken und Systeme, wie
z.B. die trelliscodierte Modulation, verknipfte Codegbhide FEC-/ARQ-Systeme und einige Beispiele wie
das GSM-System, Satelliteniibertragung und Modems beetac

Die Kanalcodierung hat ihren Durchbruch mit der Einfulytigitaler Ubertragungssysteme errungen. Diese
verdrangen nach und nach ihre analogen Vorganger, dangidReihe von Vorteilen besitzen. Hier sind effizi-
ente Algorithmen zur Signalverarbeitung (wie z.B. Datenkoession, Entzerrungsverfahren usw.), aber auch
die Moglichkeit leistungsfahiger Kanalcodierungs- uiddulationsverfahren zu nennen. Die Grundidee der
Kanalcodierung und die ihr zugrundeliegende Informatioesrie wurden allerdings schon deutlich vor der
Realisierung der ersten digitalen Systeme formuliempligh 1948 vonC.E. Shannon Kapitel 2 beschaftigt
sich mit den fur diese Vorlesung wichtigen Aussagen derofdérae von Shannon, so z.B. der Bedeutung der
Kanalkapazitat.

1.2 Grundlegendes zur Kanalcodierung

1.2.1 Der Begriff der Codierung

Bevor eine erste grobe Beschreibung der prinzipiellen ongweise von Kanalcodierungsverfahren erfolgt,
soll an dieser Stelle zunachst eine Abgrenzung zwischesthidenen Formen von Codierung gegeben wer-
den. Dazu sind auch die Begriffe Nachricht, Informationd&®lanz und Irrelevanz zu erlautern.
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Nachricht: Die Menge aller von der Quelle gesendeten Daten oder Zeichen
Information: Derjenige Anteil der Nachricht, welcher fir die Senke r&u i
Redundanz: Die Differenz zwischen Nachricht und Information, die dene schon bekannt ist

Nachricht = Information + Redundanz

Irrelevanz: Information, die fiir die Senkeicht von Bedeutung ist, andernfalls ist sie relevant
In der Literatur auch haufig: Fehlinformation, d.h. Infaton, die nicht von der
gewiinschten Quelle stammt

Fehlinformation:  Nicht von der gewiinschten Quelle stammende Informationen

In der Praxis ist eine Nachricht immer in einer bestimmtei Zetibertragen. Damit ergeben sich die folgenden
wichtigen Grolen:

Nachrichtenfluf3: Nachrichtenmenge pro Zeit
Informationsfluf3: Informationsmenge pro Zeit

Transinformationsflu3:  Menge der fehlerfrei von der Quelle zur Senke Ubertragéntemmation pro
Zeit (vgl. Abschnitt 2.2).

Haufig werden drei grof3e Klassen von Codierverfahren sciéeden, namlich die Quellencodierung, die Ka-
nalcodierung und die Kryptographie.

Quellencodierung (Entropiecodierung):
e Codierung des abgetasteten und quantisierten Signalsimihaler Wortlange

— Minimale Nachrichtenmenge (kleinstmoglichen Anzahl ®inarstellen), um Signal ohne Informations-
verlust wieder zu rekonstruieren

— Vollstandige Entfernung der enthaltenen Redundanz (ikatapression)

e Entropie stellt untere Grenze der erforderlichen Nacheicinenge dar
(Ohne Informationsverlust lasst sich kein Signal mit vgeniBinarstellen als der Entropie darstellen.)

o Weiterflhrende Ansatze lassen gewissen Informatiohsstezu, um effektiver komprimieren zu kénnen.

(Verzerrung des Signals)

Kanalcodierung:
e Schutz des Datensignals vdbertragungsfehlern durch Hinzufiigen von Redundanz

e Im Vergleich zur Quellencodierung genau entgegengesekaiazept

e Erkennung bzw. Korrektur von Fehlern anhand der Redundanz

Kryptographie:
e Verschliisselung des Datensignals zum Schutz vor unkegessh Abhoren

e Entschliusselung nur bei Kenntnis des Codeschlisseggicho

1.2. GRUNDLEGENDES ZUR KANALCODIERUNG 2



Kanalcodierung | \J Universitat Bremen
Dr.-Ing. Volker Kiihn, Dr.-Ing. Dirk Wilbben Fachbereich 1, ANT

Seit der bahnbrechenden Arbeit von Shannon im Jahr 1948draversucht, jedes dieser drei Codierverfahren
getrennt voneinander zu optimieren. Es existieren fiepeBereich umfangreiche Theorien, die jede fur sich
genommen nur schwer in einem Buch umfassend dargestelitewdnnen. In den letzten Jahren zeichnet
sich jedoch der Trend ab, beispielsweise QuellencodieunyKanalcodierung nicht getrennt voneinander
zu betrachten, sondern beide Verfahren miteinander zu koenen. Offensichtlich scheint es von Vorteil zu
sein, eine 'optimale’ Kombination beider Techniken zu eatzanstatt zunachst moglichst viel Redundanz aus
dem Datensignal zu entfernen, um sie dann bei der Kanaltwdjevieder hinzuzuftigen. Dies soll aber nicht
Gegenstand dieser Vorlesung sein.

1.2.2 \Verfahren der Kanalcodierung

Bezuglich der Kanalcodierung unterscheidet man zweigig&ssen:
e ARQ (Automatic Fepeat Reges}-Verfahren

e FEC (Forward Etror Correction)-Verfahren

ARQ-Verfahren

Signal wird durch einen ausschlief3lich feldeennendenCode geschitzt.

Bei Fehlerdetektion veranlasst Empfanger Wiederholwgyfdhlerhaften Blocks

Existenz eines Rickkanals erforderlich (kann ebenfalideirbehaftet sein)

Vorteil fiir gute Ubertragungsbedingungen:

— Geringe Redundanz durch 'nur’ fehdgkennendenCode
— Mehr Redundanz (Wiederholung) nur dann, wenn notig (Wiealang im Fehlerfall).
— Adaptive Fehlerkontrolle

Nachteil: Stark reduzierter Datendurchsatz bei schlechtbartragungsbedingungen (haufiges Wieder-
holen)

e Reine ARQ-Verfahren nur bei wenig gestorighertragungskanalen

FEC-Verfahren
e Einsatz fehlekorrigierender Codes (hohere Redundanz)

e Kanal beeinflusst direkt die Qualitat der DatenUbertrag(unter ungiinstigen Bedingungen wird Kor-
rekturfahigkeit des Codes Uberschritten> Restfehler)

e Hbohere Redundanz auch bei gutébertragungsbedingungen, hier geringerer Durchsatz R A

e Kein Ruckkanal fur reine FEC-Verfahren (bei Restfehlemweder Detektion durch fehlererkennenden
Code undverschleierungpder gar keine Erkennung)

e FEC-Verfahren haben konstanten Datendurchsatz unablngig vom aktuellen Kanalzustand

e Einsatz bei starker gestorten Kanalen

Hybride Verfahren:

e Kombination von FEC- und ARQ-Verfahren, um Vorteile zu veem und Nachteile zu vermeiden (siehe
Kanalcodierung II)

1.2. GRUNDLEGENDES ZUR KANALCODIERUNG 3
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1.2.3 Grundgedanke der Kanalcodierung

Wie bereits erwahnt wurde, fligen alle Kanalcodierungateen dem Informationssignal Redundanz hinzu,
anhand derer im Empfanger Fehler erkannt und/oder kertigierden konnen. Der Kanalcodierer erzeugt
aus einem Eingangsvektarder Langek einen Vektorx der Langen > k. Im binaren Fall lieRen sich damit
insgesamt 2verschiedene Vektoren darstellen. Aufgrund der eindentlgjektiven Zuordnung des Codierers
werden aber nur2< 2" Vektoren genutzt, d.h. nur eine Teilmenge aller mogliciMarte wird tatsachlich zur
Ubertragung verwendet. Eine wichtige GroRe zur Charisiéeung eines solchen Codes ist Giederate

Ro— K (L.1)

n7
die das Verhaltnis zwischen uncodierter und codierteu8erjange beschreibt und fur den uncodierten Fall

(k = n) den Wert Eins annimmt. Die Coderate stellt auch ein Maldlf@Erhohung der erforderlichen Signal-
bandbreite dar, da nach der Codierung mehr Symbotek) in der gleichen Zeit tibertragen werden miissen.

Beispiele fir das Ausnutzen von Redundanz zur Fehlerkorretur:

e Sprache enthalt Redundanz
e Lehre: Mehrfache Wiederholung des Stoffes (Beispiele)
e Veranschaulichung der Kanalcodierung am Beispiel des Codelrfels:

Jede der acht Ecken eines Wiirfels stellt mogliches Wartidd lasst sich mit drei Bit adressieren.

Bild 1.1: Veranschaulichung der Fehlerkorrektur/ -erkennung athidas Codewrfels

Linker Wurfel:
¢ Verwendung aller acht Ecken als Codeworte (uncodiert, €aeB; = 1)

e Kleinstmogliche Distanz zu einem anderen Codewort gésamitdin = 1.
e Bei Ubertragungsfehler wird wieder giiltiges Codewort emgéamn

e KEINE Fehlererkennung und KEINE Fehlerkorrektur m o6glich

Mittlerer Wirfel:
e Verwendung jeder zweiten Ecke, (CoderateR; = 2/3)

e Kleinste vorkommende Distanz zwischen benachbarten Cadewistdmi, = 2

1.2. GRUNDLEGENDES ZUR KANALCODIERUNG 4
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e Bei Einzelfehler (1 Bit falsch) wird ungtiltiges Wori)(empfangen
e 1-Fehler-Erkennung, KEINE Fehlerkorrektur moglich
(Zuordnung des empfangenen Wortes zu einem direkten Nachizae rein zufallig)

Rechter Wiirfel:
e Verwendung von zwei der acht moglichen EckenGoderateR. = 1/3)

e Erhdhung der minimalen Distanz ad;, = 3

e 1-Fehler-Korrektur und 2-Fehler-Erkennung moglich
Bsp.: Empfang von Wort '001’, geringste Distanz zu '066~ '000’ als korrektes Wort annehmen

— Fehlerkorrektur bzw. -detektion auf Kosten einer verritgre Datenrate moglich, d.h. pro Codewort
werden statt 3 Bit nur zwei (mittlerer Wirfel) bzw. 1 Bit ¢lger Wirfel) Ubertragen

— Unveranderte Datenrate hat erhthten Bandbreitenbedaffolge

Zusammenfassung:

Geschickte Bildung von Teilmengen eines Vektorraums btl&ehlerdetektion und -korrektur

Vorschriften oder Strategien zur Bildung der Teilmengdm sehwierig

Rein zufallige Auswabhl nicht geeignet

Bei Blockcodes Verwendung von algebraischen Methoden adre@ungsvorschrift
— Je leistungsfahiger die Codes, desto aufwendiger dieensadtische Beschreibung

Aber: Hierdurch wahrscheinlich nchlechteCodes zu finden (noch grof3er Abstand zur Kanalkapazitttesi
Kapitel 2)

e Vielzahl heute bekannter Codes schlechter als die von Simaverwendeten zalfigen Codes

1.2.4 Praktische Bedeutung der Kanalcodierung

Ohne die Kanalcodierung waren viele der heute fur unsssedbstandlichen Systeme Uberhaupt nicht oder
aber nicht in der bekannten Form realisierbar. Codes zueFarkennung und -korrektur werden nicht nur in
wissenschaftlichen Anwendungen, wie z.B. bei Weltraursioren (Viking (Mars), Voyager (Jupiter, Saturn),
Galileo (Jupiter), Cassini) eingesetzt, sondern auch steByen des taglichen Lebens. Nahezu alle digitalen
Speichermedien wie die CECompact Disy, die DVD (Digitale Versatile Disg, das Dat-Tape oder die Fest-
platte eines PC's schiitzen ihre Daten durch extrem lagsfahige Codierungsverfahren. Aber nicht nur die
Speicherung digitaler Daten, auch die Dateniibertragehtgtsist vor Fehlern zu schiitzen. Das naheliegendste
Beispiel sind die in den letzten Jahren stark verbreitetgitaten Mobilfunksysteme (z.B. GSM, UMTS, LTE,
LTE-Advanced) und WLAN-Systeme (Wirelss Local Area Netlwdnsbesondere die reine Datenlibertragung
(keine Sprache) erfordert eine holibertragungsqualitat (sehr niedrige Fehlerraten), Hieedkanalcodierung
nicht zu erreichen ist. Dies gilt beispielsweise auch fatdbverbindungen tiber Telefonleitungen (Modem oder
DSL) fur Anwendungen wie Internet, WWW und andere DienStelbstverstandlich verwenden auch in den
vergangenen Jahren eingefiihrten neuen Medien wie digiRindfunk (DAB,Digital Audio Broadcastinyy
und digitales Fernsehen (DVBjgital Video BroadcastingVerfahren zur Fehlerbehandlung.

Aufgrund der immer starker dominierenden Stellung digit&ysteme und ihrer Bedurftigkeit nach fehler-
schitzenden MalRnahmen nimmt die Kanalcodierung einelntiggn Platz in der digitalen Dateniibertragung

1.2. GRUNDLEGENDES ZUR KANALCODIERUNG 5
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ein. Dabei kommen je nach Einsatzgebiet sehr untersctiedWerfahren zum Einsatz, da z.B. bei Weltraum-
missionen die Signalbandbreite nur eine untergeordnetie Roielt, wahrend sie bei der Dateniibertragung
Uber Telefonleitungen der leistungsbegrenzende FagtoAnwendungsbeispiele werden eingehender gegen
Ende des Semesters betrachtet.

1.3 Prinzipielle Struktur digitaler Ubertragungssysteme

Um eine einheitliche Festlegung der Signalbezeichnungegemvahrleisten, soll im Folgenden zunachst die
prinzipielle Struktur digitaler Datenuibertragungssyse vorgestellt werden. Dazu zeigt Bild 1.2 das Block-
schaltbild einer typischebbertragungsstrecke.

Quelle: Sendet ein analoges Sigrt), z.B. Sprachsignal aus
Quellencodierer: Tastet analoge Signale ab, quantisiert und komprimiert sie
Digitale Quelle: Zusammenfassung von Quelle und Quellencodierer zu einexckBliefert werte-

und zeitdiskrete Datenvektoren= [up U ... Ux_1] der Langek

Kanalcodierer: Erweitertu zu einem Vektorx = [Xg X3 ... X,—1] derart, dass Fehler erkannt oder
sogar korrigiert werden konnen

Kanalcodierer kann sich aus mehreren Teilcodes zusamizense
CoderateR; = &

Modulator: Setzt die diskreten Vektorenin analoge Signalformen um und verschiebt Signal ins
Ubertragungsband

Ubertragungskanal ~Stellt dasUbertragungsmedium dar
Eigenschaften bestimmen die Wahl der Codier- und Moduiatierfahren

TypischeUbertragungsbedingungen im Bereich des Mobilfunks:
e Mehrwegeausbreitung— Intersymbolinterferenzen
e Zeitvariantes Fading, d.h. Einbriiche der komplexen d@iehden,

e Additive Uberlagerung von Rauschen, wegen zentralem Grenzwerdsatz
Stochastik in guter Naherung gaufverteilt und weild

Demodulation: Im wesentlichen Verschiebung zurtick ins Basisband unfiphdiiilterung, evtl. auch
Quantisierung des Signals

Diskreter Kanal: auchDigitaler Kanal genannt

Zusammenfassung von analogem Anteil des Modulators, Kembhnalogem Anteil
des Demodulators

Ain: Eingangsalphabet des diskreten Kanals
Aout: Ausgangsalphabet des diskreten Kanals

Kanaldecodierer: Schatzung des Infovektotsaus dem empfangenen Vekipliefert
y muss nicht zwangslaufig aus hart entschiedenen Werteehsest

Analog zum Codierer kann auch Decodierer ebenfalls augkiea Modulen beste-
hen

1.3. PRINZIPIELLE STRUKTUR DIGITALERUBERTRAGUNGSSYSTEME 6
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Quellendecodierer: Gegenstiick vom Quellencodierer, bereitdiir Senke auf

Diskrete Senke: Zusammenfassung von Quellendecodierer und Senke
d(t) Q I u X
uellen- »| Kanal- >
encoder encoder Modulator
Digitale Quelle 4

Demodulator

Quellen-l‘ Kanal- |‘
Senke € =l decoder ) decoder

Bild 1.2: Blockschaltbild eines digitaledbertragungssystems

—
—
~—

Diskreter Kanal

1.4 Der diskrete Kanal

1.4.1 Einfuhrung

Die Trennung zwischen Kanalcodierer und Modulator in Bil# st nicht immer eindeutig. Insbesondere bei
der Codierten Modulationdie im nachsten Semester vorgestellt wird, verschmeCeaierer und Modulator
zu einer Einheit. Daher wollen wir im Folgenden digitale wdhloge Komponenten im Modulator und auch
im Demodulator trennen und folgende Vereinbarung treffen:

Kanalcodierer st fur reine Kanalcodierung und auch Signalraumcodigrzustandig. Letztere bildet lo-
gische Symbole 0 und 1 auf diskrete Modulationssymbole ab

Modulator gnthalt alle analogen Anteile der Modulation (Impulsfamg und Verschiebung ins
Ubertragungsband)

Demodulator  fuhrt die 'analoge’ Demodulation durch (Verschiebungimkr ins Basisbandmnatched
Filterung und Abtastung im Symboltakt)
Gegebenenfalls wird hier auch noch eine Quantisierung geslS vorgenommen.

Es gilt also:
Diskreter Kanal = Analoger Modulator + physikalischer Kanal + analoger Demodulator.

Hierzu passt di¢undamentale Aussage von Massey (ETH Zrich):

Die Aufgabe von Modulator und Demodulator besteht darisamumen mit dem physikalischen
Medium einen tixglichst guten diskreten Kanal zu bildenalkwvend Codierer und Decodierer
dafur verantwortlich sind, eine zuvérsigeUbertragungiiber eben diesen diskreten Kanal zu
gewahrleisten.

Aus den obigen Vereinbarungen folgt, dass die EingangsAusdangssignale aus zeitdiskreten Abtastwerten
bestehen. Die Amplituden am Kanalausgang konnen dagemgimiierlich verteilt sein.
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1.4.2 Eingangs- und Ausgangsalphabete des diskreten Kasal

Bei der hier betrachteten digitaléibertragung enthalt das Eingangsalphafigeine endliche Anzahl diskreter
ElementeX,. Der Einfachheit halber wollen wir an dieser Stelle ledihliden binaren Fall einer antipodalen
Ubertragung (BPSKBinary Phase Shift Keyingoeriicksichtigen. Dann gilt fur den Eingangsvektodes
diskreten Kanals

X=[X0X1 ... Xp—1] mit X € Z,={-1, +1}.

In der Regel besitzen beid§ die gleiche AuftrittswahrscheinlichkeR(X,) = 1/2. Wie schon erwahnt, bein-
haltet der Kanalcodierer aus Bild 1.2 auch den Signalradimecer, d.h. er setzt die aus der eigentlichen Co-
dierung hervorgegangenen logischen Werte 0 und 1 in argipd8ymbole+1 und —1 um. Sie bilden die
Eingangssignale des diskreten Kanals (s. Bild 1.3). Diedgia&s der Sendesymbole wird demnach auf Eins
normiert und mit der Rauschleistung auf dem Kanal (s. AWGa in Abschnitt 1.4.4) verrechnet. Eine
Verallgemeinerung auf hoherstufige Modulationsverfatedolgt dann in der Vorlesung Kanalcodierung Il im
Kapitel Codierte Modulation

X = [XoX1 ... Xn—1] - y=[oY1 .. Yn1]
Diskreter

X € An = (Xo, X1) Kanal Yi € Aout

Bild 1.3: Diskreter Kanal

Die Form der Ausgangssignale des diskreten Kanals bei gegeb Eingangsalphabet hangt nun von dem
jeweiligen Demodulationsverfahren ab. Bei eiltard-Decision sind das Eingangsalphahbés, und das Aus-
gangsalphabefl,; des Kanals identisct, = Ay Allerdings geht in diesem Fall Information verloren, da
in dem hart entschiedenen Symbol keine Information UbeZdiverlassigkeit des empfangenen Wertes mehr
enthalten ist.

Besser ist eing-Bit-Soft Decision die im Extremfallqg — oo kontinuierlich verteilte Ausgangswerté{,; = R)
liefert. In der Praxis kdnnen auf einem digitalen Systerturigh nur endliche viele Quantisierungsstufen
realisiert werden. Bei weichen Entscheidungen entfiglt mehr Elemente algl,. Im weiteren Verlauf gehen
wir davon aus, dass am Eingang des diskreten Kanals ein Melder Langen mit den Elementernx; € 4,
liegt. An seinem Ausgang erhalten wir den Vekyagleicher Lange mit den Elementgne Ay (s. Bild 1.3).

1.4.3 Statistische Beschreibung des diskreten Kanals

Entscheidend fir diebertragungseigenschaften des diskreten Kanals ist diesalaeinlichkeiP(y; = Yy|x =

Xv), mit welcher bei einem gesendeten Symiet X, ein bestimmtes Symbg| =Y, angenommen wird. Die-

se werderJbergangswahrscheinlichkeiten genannt und charalgegisidas Fehlerverhalten des Kanals. Im
Folgenden wird nur noch die vereinfachte Schreibweisg|Xy) verwendet. Wir wollen nun kurz die grundle-
genden Zusammenhange zwischen Wahrscheinlichkeiteimdien Wahrscheinlichkeiten und Verbundwahr-
scheinlichkeiten erlautern. Dabei beschranken wir wm&zhst auf diskrete Alphabete, bevor wir abschlie3end
aguivalente Aussagen Uber kontinuierlich verteilten&@lg mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitsdichten treffen.

Zunachst Beschankung auf diskrete Ausgangsalphabete
e Auftrittswahrscheinlichkeit eines diskreten Zeichen§ : P(Xv)

¢ Verbundwahrscheinlichkeit zweier Ereignisse, undY,, : P(Xv,Yu)
gibt die Wahrscheinlichkeit des gleichzeitigen AuftreteonX, undY, an
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e Generell gilt:

> PX)= % PM)=1 (1.2)
Xy € Ain Yu€ Aout
PY)= 5 PX.Yw und  PX)= Y PO,Y) (1.3)
XvEAin Yu€ Aout
= 5 5 PXYy=1 (1.4)

Yu€ Aout Xy € Ain

Sind X, undY,, statistisch unabhangig voneinander, gilt:

P(Xv,Yu) = P(X,) - P(Yy) (1.5)

In der Nachrichtentechnik ist bei Kenntnis des empfangéiverntesy, die Wahrscheinlichkeit, dass ein be-

stimmtes ZeicheX, gesendet wurde, von Interesse. Diese \aigbsteriori-Wahrscheinlichkeit genannt und

lautet

P(XVJYIJ)
P(Y,)

Fir eine moglichst zuverlassigébertragung ist es dabei erstrebenswert, dass die a-jposW#ahrscheinlich-
keit aus Gl. (1.6) bei jedert, fir ein anderesX, grol3 ist, aber gleichzeitig fur alle ander¥y, sehr klein
bleibt. In diesem Fall kann namlich mit grol3er SicherheitnvEmpfangswerY, auf den gesendeten Wef{
geschlossen werden. Fir statistisch unabhangige Ességx, undY, besteht keinerlei Verbindung zwischen
beiden Grol3en, so dass auch keine Riickschlisse vom mgepten Werl), auf einen moglichen gesendeten
Wert X, gezogen werden kdnnen. Dann ist eine fehlerft¢iertragung nicht moglich und fir die bedingte
Wahrscheinlichkeit gilt:

P(Xv[Yy) = (1.6)

P(Xv,Yy) P(X)-P(Y)
P(X,|Y,) = = =P(X). 1.7)
) =) P(%) )
Bayes-RegelUmrechnung der a-posteriori-Wahrscheinlichkeit in disergangswahrscheinlichkeit

P(a,b) P(alb)-P(b)

P(bla) = Pa) ~ P@ (1.8)
d.h.
_ P
P(YulXv) = POX[Y) P(Xy) (1.9)

In der Praxis ist die bedingte Wahrscheinlichkiejlv,|X,) unter bestimmten Voraussetzungen leichter zu be-
rechnen.

Vorsicht: Es gilt

_ P(X,Y)) P(Y.) )
X\,ezﬂm PG _Xvezﬂ,m P Py - faralle Y Aow (1.10)

d.h. unter der__Annahme eines empfangenen Symbolairde mit absoluter Sicherheit irgendein Symkplc
i gesendetAquivalent gilt auch, dass fir ein gesendetes Symyam Empfanger mit absoluter Sicherheit
irgendein Symbol augl,; auftritt.

Yu€ Aout
Aber: P(X,. )
Yu€ Aout Yu€Aout H
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Beispiel:
Diskreter Kanal mit Ein- und Ausgangsalphabeten: P(Y,
0] Xo)
Ain = Aout = {0, 1} Xo Yo
Fr Signale qilt: Yo | X1)
Xo=Yo=0undX;=Y; =1 P(Y1 | Xo)
mit den Auftrittswahrscheinlichkeiten X, |
P(Xo) =P(X1) =05 P(Y1 | X1)

Ubergangswahrscheinlichkeiten des Kanals:
P(Y0|X0) =09 bZW.P(Y1|X1) =0.8.

Aufgrund vony, P(X,) = 1 lassen sich di&lbergangswahrscheinlichkeiten vervollstandigen. Wir
erhalten folgende Tabelle.

P(Y[X) | Xo X1 |
Yo 0.9 0.2 & SxP(YX)=11
Yy 0.1 0.8 —  TxP(Y|X)=0.9
\ \

SYPYIX)=1 3yP(Y[X)=1

Mit Hilfe von Tabelle 1.4.3 und den EingangswahrscheidatenP(X,) kann entsprechend auch
eine Tabelle der Verbundwahrscheinlichkeiten angegelsden.

Yo 0.45 0.1 5 Sx=P(Yo) =055
A 0.05 0.4 — Ty =P(Y1) =045
\ \ \

Sy =PX) =05 5Sy=P(X;)=05| — y=1
Zuletzt erhalten wir noch die Tabelle der a-posteriori-vgaheinlichkeiten.

PXIY) | X% X |
Yo | 0818 0182 — SxP(Y[X)
Y. | 0111 0889 — STyP(Y[X)

1
1

Aufgrund der Unsymmetrie des Kanals, d.h. das EingangsslyXgpwird anders beeinflusst als
Xi, ergeben sich trotz einer Gleichverteilung am Eingangraoteedliche Werte fuP(X|Y) und
P(Y|X). Dies ware bei einem symmetrischen Kanal (s. BSC, Abschrit7) nicht der Fall.

Far einen idealen Kanal wirden die Tabellen folgende Fammehmen.

PIYIX) | Xo X1 PX.Y) | Xo X PIXY) | Xo X1
Yo 1 0 Yo 0.5 0 Yo 1 0
Y1 0 1 Y1 0 05 Y1 0 1
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Ubergang auf kontinuierlich verteilte Ausgangsalphabete

Diskrete WahrscheinlichkeiteR(Y,) —  Wahrscheinlichkeitsdichtefunktiongm ()

Kontinuierlich verteilte Amplituden, wenn am Empfangeirke Quantisierung stattfindet

Mit digitalen Techniken in der Praxis nicht umzusetzen

Aber vom Standpunkt der Informationstheorie durchauséstant, den durch Quantisierung entstehen-
den Verlust zu bestimmen

Alle obigen Beziehungen behalten weiterhin ihre Glltigk&llerdings gehen die Summen fir kontinuierlich
verteilte GroRen in Integrale Uber.

Beispiele:
PO = [ PyEX) d&. (1.12)
Aout
[ nex) de=1 (113)
Aout

Bei Quantisierung: Auftrittswahrscheinlichkeit der disten WerteY,:

Y
P(Y) = " py(&) dE, (1.14)

u

A\ undYJ stellen untere bzw. obere Quantisierungsgrenze fur denh¥\Vear.

1.4.4 AWGN-Kanal

Nachdem im vorangegangenen Abschnitt die formale Bedmimgi des diskreten Kanals abgehandelt wur-
de, sollen im Folgenden einige wichtige Beispiele fur &lashe Kanalmodelle vorgestellt werden. Dabei be-
schranken wir uns auf sehr einfache Modelle, die aber sehit mur Beurteilung der Giite von Kanalcodie-
rungsverfahren geeignet sind und auch in der Praxis eingigg&Rolle spielen. Auf komplexere Modelle wie
z.B. Mobilfunkkanale wird an dieser Stelle verzichtet.

Einer der wichtigsten Kanale in der Nachrichtentechnikles AWGN (Additive White Gaussian ise-Kanal,
welcher den Eingangswerten weil3es, gaulRverteiltes Ramiddberlagert. Dabei charakterisiert das Attribut
‘'weild’ eine konstante spektrale Leistungsdichte, d.heimahderfolgende Rauschwerte sind statistisch un-
abhangig, was fur die Leistungsfahigkeit der Kanaleadaligsverfahren von grof3er Bedeutung ist. Eine klas-
sische Anwendung ist die Satellitenkommunikation, debdertragung primar durch den AWGN-Kanal be-
einflusst wird. Die Annahme gaul3verteilter additiver Siggmale beruht auf der Tatsache, dass in der Praxis
eine Vielzahl von Rauschprozessen tibertragung storen (thermisches Rauschen von Baueleme®on-
nenstrahlung, ...), derddberlagerung durch den zentralen Grenzwertsatz der Sttiktiaguter Naherung als
gauRverteilt und weil3 angesehen werden kann. Die Gaultwegdautet

2
on(n) = ——— - 3. (1.15)

1.4. DER DISKRETE KANAL 11



Kanalcodierung | J Universitat Bremen
Dr.-Ing. Volker Kiihn, Dr.-Ing. Dirk Wilbben Fachbereich 1, ANT

Bild 1.4: AWGN-Kanal

Das Ausgangssignal des AWGN-Kanals besitzt dementspndatiee kontinuierlich verteilte Amplitude. Das
Modell des AWGN-Kanals zeigt Bild 1.4.

Charakteristisch fur den AWGN-Kanal ist d&gnal-Rausch-Verltéltnis S/N, welches das Verhaltnis der
SignalleistungS zur Rauschleistunyl beschreibt. Bei idealanatchedFilterung und Abtastung dewatched
Filter-Signals im Symboltakis kann dieses wie folgt umgerechnet werden

S Es/Ts Es

N~ No/2/Ts ~ No/2 (20

wobei Es die Symbolenergie untlly/2 die spektrale Rauschleistungsdichte beschreiben. yiimstrische
Eingangsalphabete ist die Wahrscheinlichkeit fur eingérdscheidung beim AWGN-Kanal aufgrund der aus
Bild 1.5 ersichtlichen Symmetrie unabhangig vom gesard8ymbol. Sie hangt vielmehr vom Signal-Rausch-
VerhaltnisEs/No ab, so dass fur eine antipodale Modulatien(Es/Ts, —/Es/Ts) gilt

Pe =Per(X=-1) = /0°° Pyx(B|& = —v/Es/Ts) dd = /0°° Pn <I‘] TV Es/Ts) dn (1.17)

1 ©  (n+4/Es/Ts)?
= / e 202 dn
v2mo? Jo
AWGN-Kanal, ES/N0=2 dB AWGN-Kanal, I%/N0=6 dB
0.8
py(9)
0.6 g g
0.4 | |

Pyix(B[€=+1)

0.2r

2 = 0 =
Bild 1.5: Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen des AWGN-Ausgangsals fur ein BPSK-Eingangssignal und verschie-
dene Signal-Rausch-Abstande

Setzt man fiir die Rauschleistung die Beziehdhg 62 = No/2/Ts ein, so ergibt sich mit Hilfe der Substitu-
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tionen& = (N + /Es/Ts)/+/No/Ts — erfc() bzw.& = (N + /Es/Ts)/+/No/2/Ts — Q()

- 7(ﬂ+\N/f:;?_/Ts)2
Pe = m fO o/Ts dl']
_ 1.7 -8 g = L. f e*gda 1.18
L | e 7= (1.18)
Es/No " v/ Es/No/2
= _ /2E,
Dabei stellen 1 o
n
)= —- e zd 1.19
Q) = | et (1.19)
und
erfc(a) = 1—erf(a _1——/ e"dn=-" / e " dn (1.20)

die komplementare Gaul'sche Fehlerfunktion dar (vgd Rib). Gl. (1.18) gilt fir den Fall, dass fur die Ent-
scheidungsschwelle = 0 gilt, d.h. sie liegt aufgrund der Symmetrie im Schnittpud&r Kurven @y (3(& =

—1) = pyx(3|& = +1)).

f‘erfc(a)

erfc(a), erf(a)

Bild 1.6: erfc(a) und erf¢a)-Funktion

1.45 Schwundkanal

Im Bereich der Mobilfunkiibertragung stellen die Schwiemide eine wichtige Klasse vddbertragungs-
kanalen dar. Mobilfunkkanale sind gepragt durch staidiche Schwankungen der komplexen Einhillenden
des Empfangssignals, die durch verschiedene Effekte tggmden werden. Zum einen sorgen vorilbergehende
Abschattung des Signals durch Baume oder Hochhauser mbmuEh des Empfangspegels. Aul3erdem treffen
am Empfanger aufgrund von Reflexionen, Streuungen undiBwen unterschiedlich verzogerte Signalanteile
ein (Mehrwegeausbreitung), die sich konstruktiv, abehalastruktiv iiberlagern konnen. Die auf diesem Effekt
beruhenden Schwunderscheinungen werden audfadlagbezeichnet. Ohne eine vollstandige Beschreibung
der Mobilfunkkanale zu geben, soll an dieser Stelle stefietend der nicht-frequenzselektive Schwundkanal,
der sogenannte 1-Pfad-Rayleigh-Kanal behandelt werd&hlB zeigt das Blockschaltbild.

Das Nutzsignak; wird zunachst mit einem im allgemeinen komplexwertigekt&iaa; multipliziert, dessen
Real- und Imaginarteil jeweils gaul3verteilt und stadishi unabhangig voneinander sind. Hieraus ergibt sich fur
den Betrag vom; eine Rayleigh-Verteilung

2¢/0%-exp(—&2/03) furg>0

Pl (&) = { 0 sonst . (1.21)
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Bild 1.7: Ubertragung beim 1-Pfad-Rayleigh-Kanal

Die entsprechenden Wahrscheinlichkeitsdichtefunktiosiad in Bild 1.8 dargestellt. Es ist zu erkennen, dass

Rayleigh—Verteilung mit Leistungc™=1  WDF eines BPSK-Signals nach Rayleigh—-Schwund Verteilung des Ausgangssignals (Schwund+Rauschen

0.1 0.1 T 0.1
0.081 0.081 0.08r
0.067 0.067 0.06¢
0.041 0.041 0.041
0.027 0.027 0.02r
% R T T S S S T
r — Vi —

Bild 1.8: Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen beim 1-Pfad-RmeKanal

im Vergleich zum AWGN-Kanal ein wesentlich groRerer Ahtieir Empfangswerte in der Nahe des Nullpunkts,
also der Entscheidungsschwelle, liegt. Diese Werte simth dahr unsicher zu entscheiden, was sich in einer
deutlich erhohten Bitfehlerrate bemerkbar macht. Diaseet (ohne Herleitung) fur den 1-Pfad-Rayleigh-Kanal

1 | Es/No
pb_é.[]__ 71+ES/N0]. (1.22)

Die Bitfehlerwahrscheinlichkeiten fiir eine uncodidtteertragung tiber den AWGN- und den 1-Pfad-Rayleigh-

0

10

—=— AWGN
—— Rayleigh

lo_ I I I I I
0 5 10 15 20 25 30

Es/Noin dB —
Bild 1.9: Bitfehlerwahrscheinlichkeiten beim AWGN- und 1-Pfad-Ragh-Kanal

Kanal zeigt Bild 1.9. Die schlechtere Qualitat des Schvkamals ist deutlich zu erkennen. Bei einer Fehlerrate
von beispielsweisd®, = 103, die haufig als Referenz fur die Sprachilbertragung im @& verwendet
wird, weist der Schwundkanal einen Verlust von etwa 17 dB Bi#s bedeutet, dass man fiir den 1-Pfad-
Rayleigh-Kanal die Sendeleistung um den 50 Faktor erhdmass, um die gleich&bertragungsqualitat wie
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beim AWGN-Kanal zu erhalten. Ausschlaggebend ist alsdigp@ler horizontale Abstand zweier Kurven im
Bitfehlerratendiagramm.

Neben der statistischen Betragsverteilung des Kanalkaaften ist auRerdem sein zeitliches Verhalten von
entscheidender Bedeutung. Wahrend der AWGN-Kanal ssatis unabhangige Storungen verursacht, sind
beim Schwundkanal zeitlich aufeinander folgende Koeffitga in der Regel nicht statistisch unabhangig von-
einander. Dies flihrt dann haufig zu biindelartigen Stjen, so genannteoursty errors gegeniiber denen
viele Kanalcodierungsverfahren sehr empfindlich sindr iK@mmt es nun darauf an, entweder speziell fur
Biindelfehler geeignete Codes zu konstruieren oder abieHifie von Interleavern, die die Reihenfolge der
Daten verwaurfeln, Buindelfehler in Einzelfehler aufzetinen.

1.4.6 Diskreter gedchtnisloser Kanal (DMC)

Wie erwahnt konnen auf Digitalrechnern nur diskrete Wenrtrarbeitet werden. Daher ist im Demodulator
digitaler Systeme immer eine Quantisierung des empfamg8ignals durchzufihren. In Abhangigkeit dieser
Quantisierung kant,,: mehr Elemente enthalten af,. Da ferner beim AWGN-Kanal aufeinanderfolgende

Werte statistisch unabhangig sind, spricht man auch vdagsnislosen Kanalen. Auch der 1-Pfad-Rayleigh-
Kanal ist ein gedachtnisloser Kanal. Zeitlich aufeinafmlgende Koeffizienten sind zwar haufig korreliert,

aber ein Ausgangsweyt wird nur von dem zugehorigen Eingangswerbeeinflusst und nicht vor _p,.

Im allgemeinen Fall entsteht dann durch die Quantisierumgliekreter, gedachtnisloser Kanal, welcher in der
Literatur auch oft DMC Discrete Memoryless Chanpglenannt wird. Die Gedachtnislosigkeit driickt sich da-
durch aus, dass digbergangswahrscheinlichkeiten zu einem Zeitplmitht von vorangegangenen Zeitpunk-
ten abhangen. Hierdurch lasst sich Hileergangswahrscheinlichkeﬁ’l(y]x) zwischen einem Eingangsvekbor
und einem Ausgangsvektgraus dem Produkt ddbergangswahrscheinlichkeiten der einzelnen Vektorele-
mente berechnen

n-1
P(y [ X) = P(Yo, Y1,-- - Yn-1[X0, X1, ..., Xn—1) = |'L P(yi[%)- (1.23)
i=

Im Folgenden soll stets der binare Fall, also eine BPSK-\attbn betrachtet werden. Die Erweiterung auf
nicht-binare Eingangsalphabete kann einfach hergeledgeden. Wird das Kanalausgangssignal mit 2 Bit quan-
tisiert, so entsteht ein 4-stufiges Signal, filr welchesin&ld 1.10 dargestellté&Jbergangsdiagramm gilt. Die
dort aufgefilhrtetdbergangswahrscheinlichkeiten hangen von der verwend@tiantisierungskennlinie eben-
so wie von dem jeweiligen Signhal-Rausch-Abstand ab.

Xo X
Y, Yo Yi Ya Ys

Bild 1.10: Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir BPSK und 2-Bit-Qisa@tung
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1.4.7 Birmarer symmetrischer Kanal (BSC und BSEC)

Im Fall einer rein binarerUbertragung mit Hard-Decision am Demodulator erhalt mamere binaren Ka-
nal. Besitzt dieser zusatzlich gleichlbergangswahrscheinlichkeitdéla unabhangig vom gesendeten Symbol
entsprechend Bild 1.11, so spricht man vom binaren synmsohgn Kanal. Er stellt nicht nur ein theoretisches
Hilfsmittel dar, sondern hat praktische Bedeutung, dairaus der Zusammenfassung von BPSK-Modulation,
AWGN-Kanal und Hard-Decision-Demodulation hervorgeht.

1-P, 1-P-P,
X, Y, X,05 0Y,
Pe
Yl
X " Y, X P gy
! 1-P, b 1-P-P, ?
BSC BSEC

Bild 1.11: Veranschaulichung détbergangswahrscheinlichkeiten beim BSC und BSEC

In diesem Fall hangen die Fehlerwahrscheinlichkeitarefii gesendetes Symbx} bzw. ein SymbolX; nur
vom Signal-Rausch-Abstarte,/Ny ab. Sie sind beim BSC identisch und lauten

P(YolX) = P(Ya|Xo) = Pe = = -erfiy | == . (1.24)
2 No

Aufgrund der Gedachtnislosigkeit lassen sich die Feldéracheinlichkeiten flir aus mehreren Symbolen be-
stehende Blocke sehr einfach angeben. Die Wahrschéirlicltlass eine Sequenz der Langkorrekt emp-
fangen wurde, lautet namlich

Px=y) = PXo=Yo,X1=V¥1,...,%-1=Yn-1) (1.25)
n

-1
= _|1P(>q:yi)
= (1-P)".

Dagegen ist die Wahrscheinlichkeit fur den fehlerhaftenpkang einer Sequenz, d.h. es tritt mindestens ein
Fehler auf, zu

Px#y) = 1-P(Xo=Yo, Xt =Y, ..., %-1="Yn-1) (1.26)
= 1-(1-P)"=~nRkR fir nR<1
gegeben. Die Wahrscheinlichkeit, dass gemabehler an bestimmteStellen in einer Sequenz der Lange

auftreten, lautet
P(mBit von nfalsch = P"- (1—Py)"™™. (1.27)

Beriicksichtigt man ferner die Anzahl der KombinationerBit in einer Sequenz der Langezu vertauschen,
so erhalt man die Wahrscheinlichkeit, das&ehler auftreten.

P(m Fehler in Sequenz der Langg = ( :1 ) P (A-P)"™M (1.28)

Oftmals ist es von Vorteil, sehr unsichere Binarstelleszablenden anstatt sie mit grof3er Wahrscheinlichkeit
falsch zu entscheiden und dann mit fehlerhaften Werterevzeitechnen. Fir das Ausblenden wird ein drittes
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Ausgangssymbol bendtigt, welches praktischerweise dert Mull annimmt. 4, enthalt dann die Elemente
{-1, 0, +1}, fur die Ubergangswahrscheinlichkeiten gilt dann:

1-Pe—Py firy=x
P(xly) =4 Py fury="? (1.29)
Pe firy # x.

Den zugehdrigetJbergangsgraphen zeigt Bild 1.11. Ein derartiger Kanathais BSEC Binary Symmetric
Erasure_thanne) bezeichnet. Die Wahrscheinlichkeit fir eine Fehlentédbng lautet weiterhiiP., wahrend
die neue Wahrscheinlichkeit fur eine Ausloschung gibezeichnet wird. Wie diese Information dann konkret
ausgenutzt wird, hangt vom jeweiligen Decodierverfalabrund wird erst spater behandelt.

Nachdem im nachsten Abschnitt einige Grundlagen der imf¢ionstheorie erlautert wurden, folgt dann die
Vorstellung der schon angesprochenen Blockcodes und dtengscodes.
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Kapitel 2

Streifzug durch die Informationstheorie

2.1 Definitionen

Nachdem im vorangegangenen ersten Kapitel die grundleggtidktur digitaleXJbertragungssysteme, einige
haufig verwendete Kanalmodelle sowie die prinzipielleelder Kanalcodierung vorgestellt wurden, folgt in
diesem Kapitel eine kurze Einfuhrung in die Informatidmesirie. Sie bildet die Basis fiir die Konzeption aller
modernen Kommunikationssysteme und wurde schon 1948 enSHANNON formuliert. Fur diese Vorle-
sung ist das Kanalcodiertheorem von besonderer Bedeufsmieantwortet die wichtige Frage, mit welcher
Rate Uiber einen vorgegebenen Kanal noch fehlerfrei igggmh werden kann. Die maximal mogliche Rate wird
dann als Kanalkapazitat bezeichnet. Um die Frage beatgwau kdnnen, sind zunachst einige grundlegende
Begriffe zu klaren.

Informationsgehalt, mittlerer Informationsgehalt, Entr opie

Zunachst ist eine sinnvolle Grol3e zur Beschreibung desrirationsgehalteb(X, ) eines Symbol¥, erforder-
lich. Das Informationsmal’ soll dabei die folgenden Eighafien aufweisen:

e das Informationsmaf3d nimmt nur positive, reelle Wertel@4;) € R, 1 (X,) > 0
e das Informationsmal? ist eine Funktion der Symbolwahrsdicbkeit: | (X,) = f(P(X,))

e fUr unabhangige SymboR(X,,Y,) = P(X,) - P(Y,) soll geltenl (X,,Yy) = 1(X,) +1(Yu)

Die einzige reelle Funktiori(-), die das Produkt reeller Zahlen auf die Summe der Funktiertsvabbildet ist
der Logarithmus. Damit ergibt sich die nachfolgende Définizu dem Informationsmal3.

Als Mal} fur deninformationsgehalt eines Zeichens oder Symbols wird der Logarithmus dualis Kehrwert
der zugehorigen Auftrittswahrscheinlichkeit des ergshenden Symbols

1(Xy) = I092i = —log, P(Xy) (2.2)
(%)
verwendet. Diese Definition erscheint sinnvoll, da mit iynole, die sehr selten auftreten, einen hohen
Informationsgehalt besitzen, wahrend er bei sehr oftammenden Symbolen eher gering ist. Der Informa-
tionsgehalt ist stets positiv, da<OP(X,) < 1 gilt und der Kehrwert somit immer grof3er oder gleich Ests i
Bei Verwendung des Logarithmus zur Basis 2 hat der Informnatiehalt die Dimensiobit. Logarithmen mit
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einer Basis ungleich 2 sind zwar prinzipiell auch geeiga#terdings basieren nahezu alle digitalen Syste-
me auf der binaren Darstellung, wodurch sich die Dimensibuirekt anbietet. Haufig ist auch denittlere
Informationsgehalt von Interesse, welcher zu

H (Xv) = _P(Xv) -log, P(Xv) (2.2)

definiert. Durch die Gewichtung des Informationsgehb(s,) mit der zugehorigen Auftrittswahrscheinlich-
keit P(X,) wird berucksichtigt, dass sehr seltene Ereignisse zwanehohen Informationsgehalt besitzen,
aufgrund ihres seltenen Auftretens aber auch nur einenggriBeitrag zum Gesamtinformationsgehalt eines
Zeichenvorrats leisten. Dieser wikhtropie genannt und setzt sich fiir statistisch unabhangige &issg aus
der Summe der mittleren Informationsgehalte der einzelfiemente

H(X) = E{—=log, P(X)} = = 3 P(X)-log, P(Xy) (2.3)

zusammen. Die Entropie einer Ereignismenge wird genau dzaximal, wenn eine Gleichverteilung aller
Elemente vorliegt, d.h. alle Elemente mit der gleichen Wealheinlichkeit auftreten. Der mittlere Informations-
gehalt nimmt dann fir eine Menge mit Elementen den Wert

1 K ok ok ,
er()a(l)xH (X) = Hgeich(X) = 2 X log, 2 =2%-27%-k =k bit (2.4)

an. Entsprechend dem Quellencodiertheorem von SHANNOdétesich bei optimaler Codierung die Elemen-
te einer Quelle im Mittel mit genad (X) Bit darstellen. Ziel der Quellencodierung ist es, eine @patirschrift

zu finden, deren mittlere Wortlange der Entropie moglictahe kommt, wodurch sich die in den Codeworten
enthaltene Redundanz minimiert.

Beispiel: Sieben-Segment-Anzeige zur Darstellung der Zdrn 0-9

C

Ziffer

Q
o

©CO~NOOUAWNR

PRPORRPRRLROOOR
ORPORrROOORrR ORoc
PRPRRPRRPRRPRORRORO
PRPORRRRERRELROOAo
PRPORRPRORREROROD
PR R OORRRERE R -
PR R RRREROPRRQ@

Die 10 ziffern treten alle mit der gleichen Wahrscheinlielilauf, so dass gilt:
P(X,)=01 V v.
Damit besitzen alle Ziffern von 0 bis 9 den gleichen Infonmag¢gehalt
I(Xy) =log, 0—11 = log, 10 = 3.32 bit,
der mittlere Informationsgehalt lautet entsprechend

H(X,) = P(X,)-1(X,) = 0.332 bit.
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Die Entropie des Zeichenvorra¥sergibt sich dann zu

= ¥ H(X,) = 10-0.332 bit=3.32 bit=1(X,).
VvV

Der Entropie von 3.32 bit steht eine mittlere Wortlange ¢htichtenmenge) vom = 7 bit ge-
geniber, da zur Darstellung aller Ziffern genau 7 Segmelitedie Zustande '0=aus’ und '1=an’
annehmen konnen, erforderlich sind. Die absolute Recundieser Codierung betragt somit

R=m-H(X) =7 bit— 3.32 bit=3.68 bit.
also mehr als die Halfte des Informationsgehalts, didiveld&edundanz betragt

. B_: m— H(X) _ 3.68_b|t:0.5254
m m 7 bit

Verbundentropie, Aquivokation, Transinformation

Treten zwei Ereigniss¥, undY, nicht unabhangig voneinander auf, so sind sie mit Hilfe \dbundwahr-
scheinlichkeit zu beschreiben. Die Information eines drsipaares lautet dann

I(X\MYH) = IogZ (XV7YH)' (25)

log =

2 P(X\MYH)
Entsprechend gilt fiir den mittleren Informationsgeha&it &aares
und fur dieVerbundentropie des Alphabets

H(X,Y) = E{—log, P( =—3 3 P(%,¥) -1og, P(X,, Y,). 2.7)
v o

Bild 2.1 illustriert die Zusammenhange der verschieddbtnopien auf sehr anschauliche Art und Weise. Seien
X undY zwei Zeichenvorrate mit den mittleren InformationsgédraH (X) bzw. H(Y). Vor dem Hintergrund
einer Datenlibertragung stetdas Signalraumalphabet des Sendesignalsyumias des Empfangssignals dar.
Ist ein Teil der Information auX nicht inY enthalten, so ist 'unterwegs’ Information verloren gegang
Diese verlorene Information wird mid (X|Y) bezeichnet, d.h. als die bedingte mittlere Informatioe,Xlbei
Kenntnis vonY noch liefern konnte. Sie heiRt audlquivokation .

H(X]Y) = H(X,Y)—H(Y) #9)
_ Z Z P(Xv,Yy) - log, P(Xy, Yy) + Z P(Yy) -log, P(Yy)
v T H

= =3 Y PO 10g, POX, V) + 3 S P(X, ) - logz P(Yy)
vV H T4

B P(Xy,Yy)

= — z % P(XV,YH |092 W)u

= =3 5 P, Y -1og, P(X[Y) (2.9)
v H

Genau umgekehrt ist die Definition véh(Y|X) zu verstehen. Entha¥ noch InformationH (Y|X), die nicht
in X vorhanden ist, so kann diese nicht von der Quelle, als&Xastammen und muss daheehlinformation
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sein. In der Literatur wirdH (Y|X) auch haufigrrelevanz genannt, was eigentlich nicht ganz zutreffend ist, da
irrelevante Information auch durchausXrenthalten sein kann.

HY|IX) = H(X,Y)—H(X) (2.10)
= - z Z P(Xy,Yy) -logy P(Yu|Xy)
v B

Die gesamte, im System enthaltene Information ist\déebundentropie H(X,Y). Die obigen Ableitungen
konnen in deKettenregel der Entropie zusammengefasst werden

H(X,Y)=H(X)+H(Y|X)=H(Y)+H(X]Y) <H(X)+H(Y) (2.11)

Derjenige Informationsanteil, welcher ungestort von@eelle zur Senke gelangt, wird alsansinformation
I (X;Y) bezeichnet. Sie gilt es zu maximieren, wobei das MaximunKalsalkapazitat bezeichnet und im
nachsten Abschnitt hergeleitet wird.

H(X,Y)

Bild 2.1: Veranschaulichung der Entropien

2.2 Kanalkapazitat nach SHANNON

2.2.1 Kardle mit diskretem Ausgangsalphabety

Die Aussagen des letzten Abschnitts sollen nun weiter laiigiert werden. Dabei unterscheiden wir zwi-
schen Kanalen mit diskretem Ausgangsalphabet und sqgldeeen Ausgangswerte kontinuierlich verteilt sind
(Aout =Y = R). In diesem Abschnitt werden zunachst nur diskrete Auggalphabete betrachtet, welche sich
durch Quantisierung des Kanalausgangssignals ergebesclaggebend fur das Verhalten eines Kanals ist
die Kanalstatistik, die durch diglbergangswahrscheinlichkeite®(Y,|X,) bestimmt ist. Die Verteilung der
P(Y.) Ausgangssymbole des Kanals wird sowohl von ihr als auch eorQuiellenstatisti®(X,) beeinflusst,
denn es qilt:

P(Yw) = > P(Xv, Yu) = > P(YulX,) - P(Xy). (2.12)

Wie im vorigen Abschnitt erwahnt wurde, besteht das Zieljdiber einen vorgegebenen Kanal moglichst viel
Information fehlerfrei zu Ubertragen. Mit anderen Wortelie Transinformatiom(X;Y) soll maximiert werden.
Um die Einfliisse des Kanals aus der Sicht der Informatieasid zu beleuchten, betrachten wir Bild 2.2.
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H(X|Y) Aquivokation

7

1(X;Y)

Transinformation — e o

\
T
=

H(Y|X)
Fehlinformation
Bild 2.2: Bilanz der Entropien

Demnach setzt sich die TransinformatigiX;Y)) aus der Differenz der QuellenentropiéX) und derAquivokation
H (X|Y) zusammenAquivalent kann sie auch als Differenz vbi(Y) undH (Y|X) betrachtet werden.
L(X;Y) =H(X) = H(X|Y) = H(Y) = H(Y|X) (2.13)

Entsprechend Bild 2.1 berechnen sich die bedingten Eminaguiis Gl. (2.13) aus der Differenz der Verbunden-
tropieH(X,Y) und den Entropien von Quelle bzw. Senke. Wir erhalten

1GY) = HO) = [HY) = H(Y)]
= HY)=[HX,Y) =H(X)]
= H(X)+H(Y)—H(X.Y). (2.14)

Setzen wir in Gl. (2.14) die Gleichungen (2.3) und (2.7) smergibt sich
1(X;Y) Z P(Xy) -log, P(Xy) — Z P(Yy) - log, P(Y,) (2.15)

Mit Hilfe der Beziehung

=S P(a,by) (2.16)
|
konnen die ersten beiden Summen in Gl. (2.16) erweitertigrerWir erhalten damit
1(X;Y) = —ZZP Xy,Yy) -log, P(X,) — ZZP Xy,Yy) -log, P(Y,) (2.17)
+ Z % P(Xy,Yu) - 10g, P(Xy, Yy)
= z % P(Xy, ) - [log, P(Xy, Yu) —log, P(X,) —log, P(Y)]
P(Xy,Y,
= g%P Xy, Yy) - IOQZWP&)
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Nutzen wir ferner die Beziehung(a,b) = P(bla) - P(a) und nochmals Gl. (2.16) aus, so erhalten wir einen
Ausdruck fur die Transinformation, der nur noch von disergangswahrscheinlichkeit&{y,,|X,) des Kanals
und der Statisti(X,) des Eingangssignals abhangig ist.

P(YulXy)

1(X;Y) = ZZPYH\X\, Xy) -log, PO (2.18)
= z%P(YMX\,)-P(X\,)-Iogzz (\E*;‘(lx;)u) (2.19)
PO (2.20)

= P(YuX) - P(Xy) -log

3. 2. POUPG) P0G 108 2 B % POX)
Die Kanalkapazitat C nach SHANNON ist nun als Maximum der Transinformation (ddéx moglichen Quel-
lenstatistikerP(X, ) definiert. Es gilt:

P(YulXv)
1 PMulX) -P(X)

Gl. (2.21) bedarf einiger zusatzlicher ErlauterungemasKanaltheorem von Shannonbesagt, dass durch
Verwendung eines Codes, dessen Coddratideiner als die Kanalkapazit& ist, mit beliebig langer Code-
wortlange eine beliebig kleine Fehlerwahrscheinlichleereicht werden kann. Im Extremfall lasst sich somit
bei unendlich langen Codeworten immer eine fehlerftéiertragung sicherstellen, solange die Coderate die
Kanalkapazitat nicht Uberschreitet. Kehrt man dieserftierung um, so erhalt man die Aussage, dass fir
R. > C auch mit noch so groRem Aufwand keine fehlerfrdigertragung erreicht werden kann.

_supZZP Yu/Xv) - P(Xy) - log, (2.21)

Leider enthalt das Kanaltheorem von Shannon keine Austagiber, mit welchem konkreten Code die Kapa-

zitatsgrenze erreicht werden kann. In der Praxis gebiihe Codierungsverfahren sind in der Regel deutlich

vom theoretischen Grenzwert entfernt, was selbstvetbtinauch an dem begrenzten Realisierungsaufwand
liegt. Ferner ist es in der Praxis nur selten moglich, daistik der Eingangsalphabete exakt den Bedirfnissen
des Kanals anzupassen, insbesondere dann, wenn dies@riaettist. Fur ein festes Eingangsalphabet mit

gleichwahrscheinlichen Elementen gitX,) = 27X, so dass sich die Kanalkapazitat zu

_ P(Yu[Xv)
c=2% ZZP YlX) -10gp 5 5 PO (2.22)

ergibt. Gl. (2.22) verdeutlicht, dass die Kanalkapaziéi gleichwahrscheinlichen Eingangswerten des dis-
kreten Kanals nur von dedbergangswahrscheinlichkeiten des Kanals abhangt. @es# bekannt, so lasst
sich relativ einfach die maximale Datenrate angeben, dib fehlerfrei Uber diesen Kanal Uibertragen werden
kann. Allerdings enthalt Gl. (2.22) keinerlei Aussageuther, mit welcheriJbertragungsverfahren, d.h. mit
welchen Modulations- bzw. Codierungsverfahren die Kaayadizitat erreicht werden kann. Praktische Systeme
erreichen die Kanalkapazitat oft bei weitem nicht.

Binarer symmetrischer Kanal (BSC)

Im Folgenden sollen stellvertretend fir die vielen méigdin Kanale der BSC und der BSEC hinsichtlich ihrer
Kanalkapazitat untersucht werden. Eine erganzendea&dting weiterer Kanalmodelle sowie eine Optimie-
rung der Quellenstatistik bei vorgegebenen Kanal isti@tbung vorgesehen. Die Kanalkapazitat des binaren
symmetrischen Kanals kann direkt aus Gl. (2.22) hergéleeden, indem Gl. (1.24) eingesetzt wird. Wir er-
halten

CBSC = 1+ Ps-log,(Pe) + (1— Pe) -logy (1 — Pe) . (2.23)

Bild 2.3 zeigt dazu die Kapazitat des binaren symmetesdanals fur verschiedene EingangsstatistiRex,)
und unterschiedlich&lbergangswahrscheinlichkeité&.

1Das Supremum gibt die kleinste obere Schranke einer Funitio
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1
P(Xo) = 0.1
--— P(Xp) =03 |
0.8 P(Xo) = 0.5 /]

0.6 0.8 1
Pe —

Bild 2.3: Kapazitat des BSC fur verschiedene Eingangsverteilnnge

In Bild 2.3 ist zu erkennen, dass die Kanalkapazitat ihr Maxn CESS = 1 bit/s/Hz firr die Grenzfall® = 0
und P. = 1 erreicht. Dann kann Uber den BSC fehlerfrei und uncodikertragen werden. Mit zunehmender
Ubergangswahrscheinlichké® nimmt die Kapazitat ab, bis sie schlieRlich fw= 0.5 ihr Minimum Cr?]isnc =

0 bit/s/Hz erreicht. Dieses Ergebnis lasst sich ansctiadrklaren, denn fiie. = 0.5 sind die fehlerfreie und
die fehlerbehaftet&bertragung gleichwahrscheinlich, so dass die empfamg@rezteY, rein zufallig sind und
keine Korrelation mehr zu den Eingangswerkrnbesitzen. Somit lasst sich keine Information mehr tber de
Kanal Uibertragen, seine Kapazitat nimmt den Wert Nullrar.P; =~ 0.1 besitzt die Kanalkapazitat den Wert
CBSC(0.1) ~ 0.5 bit/s/Hz, d.h. bei einer optimalen Kanalcodierung mit@ederateR. < 1/2 kann theoretisch
eine fehlerfreidJbertragung sichergestellt werden.

Ein Vergleich der Kurven fur unterschiedliche Eingangsi®uingen (unterschiedlichB(X,)) zeigt, dass die
maximale Information bei gleichverteilten Zeich&(Xy) = P(X;) = 0.5 Ubertragen wird. Dies liegt an der
symmetrischen Struktur des BSC. Fur unsymmetrische léagéten entsprechend andere Bedingungen (s.
Ubung). Das Minimum der Kanalkapazitat B&i= 0.5 ist unabhangig von der Verteilung des Eingangsalpha-
bets.

Binarer symmetrischer Ausldschungskanal (BSEC)

Wahrend der BSC das aus der Zusammenfassung von BPSK-Modidanal und Hard-Decision-Demodulator
resultierende diskrete Kanalmodell darstellt, geht deEB%vgl. Abschnitt 1.4.7) aus dem Einsatz einer drei-
stufigen Demodulation hervor. Hier werden die unsicherkmpfangswerte, die in einem bestimmten Bereich
um die Entscheidungsschwelle herum liegen, nicht harcki@den, sondern als unbestimmt deklariert. Dies
kann unter Umstanden fur die weitere SignalverarbeitorgVorteil sein.

Als Beispiel fur den BSEC betrachten wir nun einen AWGN-Klardessen Ausgangssignal entsprechend
Bild 2.5 dreistufig quantisiert wird. Alle Empfangswerte Bereich—a,/Es/Ts <y, < +a\/Es/Ts werden
dem Ausloschungssymbdh zugeordnet, wobea > O eine geeignet zu wahlende Konstante darstellt. Die
Integration der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktiondmefiden entsprechenden Teilbereichen liefert dann die
WahrscheinlichkeiterP. und Py in Abhangigkeit vonEs/Nop und a. Mit ihnen kann dann durch Einsetzen in
Gl. (2.22) die Kanalkapazitat fur den BSEC zu

CBSEC= 1 Py+ Pe-10gy(Pe) 4+ (1 — Pe— Py) - 10gy(1 — Pe— Py) — (1— Py) - log, (1 — Py) . (2.24)

berechnet werden. Dabei ist zu beachten, &assd P, nicht unabhangig voneinander sind.
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Xo= —«/ES/TS/ Xy =—++/Es/Ts
/BT | tayETT,
YO Yl Y2

Bild 2.4: Dreistufige Quantisierung des Ausgangssignals eines AVK@hals

Bild 2.5 zeigt die erzielten Ergebnisse. Links ist in deridiraensionalen Darstellung die Abhangigkeit der
Kanalkapazitat vom Signal-Rausch-Abstand und der Komste illustriert. Es ist zu erkennen, dass die opti-
male Wahl vora fur verschieden&s/Ny durchaus unterschiedliche Resultate liefern kann. ImiBlergro3er
Signal-Rausch-Abstande daafnicht zu grol3 gewahlt werden, da sonst zu viele 'gute’ Emgdaverte als
Ausloschung (unzuverlassig) deklariert werden. Fireaw kleine Signal-Rausch-Abstande scheint die Wahl
von a dagegen von untergeordneter Bedeutung zu sein.

Kanalkapazitét C tber Es/No und a Kanalkapazitat C tiber Es/No fur optimale a

l T T T @E
-e- BSEC, a=opt. o
-s- BSC @?ﬁ
o
1 == 0.8r Qﬁmm |
e of
0.8 o 4 ®
/d
06 0.65 o 1
o gr
Q D/
0.4 dcomP
0.4 ’ddm 4
0.2 o
o
0 o
1 0.2 5 1
10 @OSSSEZ'
O‘@a@ﬁ@@ﬁ?@@@% ‘ ‘ ‘ ‘
as 0 —20 -20 -15 -10 -5 0 5 10

Bild 2.5: Kapazitat des BSEC fur verschiedene Signal-Rauschaflolst

Im rechten Bild wurde fir jedeBs/Np der optimale Faktoa gewahlt und die zugehorige Kanalkapazitat des
BSEC der des BSGa(= 0) gegeniuibergestellt. Der BSEC besitzt fur alle Sigralisth-Abstande die grof3ere
Kapazitat, d.h. Uber ihn kann bei gleichdtgy/Ny eine hdhere Datenrate fehlerfrei Ubertragen werdenefnd
formuliert kann die gleiche Datenrate schon bei geringelgfiNy fehlerfrei gesendet werden. Dies liegt daran,
dass der BSEC durch das dritte Symbol, die Ausloschunggidfachste Form deBoft-Decisiorrealisiert und
somit mehr Information aus dem System nutzt als der einfBS@. Da praktisch&bertragungssysteme in der
Regel deutlich von der Kanalkapazitat entfernt arbeiteines moglich, dass dort der Vorteil des BSEC noch
grolRer ausfallt.
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2.2.2 Karéle mit kontinuierlichem Ausgangsalphabety

Ein haufig verwendetes Modell ist der schon vorgestellteGNYKanal, welcher dem Sendesignal weilRes
gaul3verteiltes Rauschen additiv Uberlagert. Hierduitth-43,: = R. Aufgrund der kontinuierlichen Vertei-
lung der Amplituden vory geht die Summe in Gl. (2.22) in ein Integral Gber. AuRerdéemd slie diskreten
Auftrittswahrscheinlichkeiten durch kontinuierliche Wacheinlichkeitsdichtefunktionen zu ersetzen. Die Ka-
nalkapazitat fur einen AWGN-Kanal lautet somit bei detikem Eingangssignal

py|x(19\X: Xy)
Y1 Pyx(Bx=X)

Die Auswertung von Gl. (2.25) zeigt Bild 2.6. Dargestelfigdie Verlaufe der Kanalkapazitat iber dem Signal-
Rausch-Abstand fiir einen AWGN-Kanal bei BPSK-Modulatfin unterschiedliche Quantisierungen. Eine
1-bit-Quantisierungq = 1) entspricht einer Hard-Decision, eine 2-bit-Quantisigy (@ = 2) zerlegt den Wer-
tebereich in vier Teilraume (vgl. Bild 1.10), eine 3-bitsgntisierung § = 3) entsprechend in acht usw. Dabei
ist anzumerken, dass durch die Quantisierung im Empfangeterum diskrete Ausgangsalphabete entstehen
und somit die Zusammenhange aus Abschnitt 2.2.1 gelteamzipiell ist zu erkennen, dass die Quantisierung
zu einem Informationsverlust fiihrt, denn die Kanalkatidarerringert sich fur alle Signal-Rausch-Abstande
mit abnehmender Stufigkeit der Quantisierung. Allerdingsest eine Quantisierung nit= 3 Bit nur noch
einen geringen Verlust zu verursachen.

C=27[ 3 pu(@x=X%)log, = (2.25)

Aout
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Bild 2.6: Kapazitat fur den AWGN-Kanal und BPSK-Modulation bei seliedenen Quantisierunggn

Eine weiterfihrende Interpretation der Kanalkapadiiasichtlich mehrstufiger Modulationsverfahren Wwie
PSK oderM-QAM ist fur den Vorlesungsteil 'Trelliscodierte Modulah’ im nachsten Semester von Bedeu-
tung. Hier wird dann ausfiihrlich auf Verfahren zur banibreffizientenUbertragung eingegangen, die in der
digitalen Modemtechnik eine entscheidende Rolle spielen.

2.2.3 Kapaziét fur bandbegrenzten GaulRkanal mit normalverteiltem Eingang

Bisher wurden nur Kanalmodelle mit diskretem Eingangsatheih.4,, behandelt. Dabei konntd,,: sowohl
diskrete Symbole oder aber auch ein Kontinuum an Wertenaltath Der Vollstandigkeit halber sollen in
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diesem Abschnitt nun auch kontinuierlich verteilte Eingssignale betrachtet werden. Dabei stellt die additi-
ve Uberlagerung von gauRverteilteRauschen die schlimmste Storung von allen additiven Retisingen

dar. Hieraus folgt, dass der AWGN-Kanal fur kontinuienkg gauBverteilte Eingangsalphabete die geringste
Kanalkapazitat unter diesen Kanalen besitzt. Wir beésdken uns hier auf den eindimensionalen (reellen) Fall.

Die zu berechnenden Entropien gehen aus den Gleichungem@39 durch Ersetzen der Summen durch In-
tegrale hervor. Dabei ist zu beachten, dass die sich erdehefusdriicke nicht in der gleichen Art und Weise
interpretiert werden konnen wie im diskreten Fall. Hierden theoretisch unendlich viele Binarstellen zur Dar-
stellung des Wertebereichs bendtigt, wodurch sich eimmdiich grol3e Entropie ergeben muisste. Tatsachlich
kann der Ausdruck

H) =— [ py(9)log;py(9)do (2.26)

physikalisch nicht interpretiert werden und sogar negailerte annehmem (y) aus Gl. (2.26) wird alglif-
ferentielle Entropiebezeichnet. Mit ihr kann trotzdem eine sinnvolle Definitder Kanalkapazitat gefunden
werden, welche

C = sup[H(y) — H(y|x)] (2.27)

Px(€)

lautet. Fir den einfachen Fall eines AWGN-Kanals mit ekwrstanten spektralen Leistungsdichte Wyi2
kann die Kanalkapazitat leicht berechnet werden. Auf disung der einzelnen Integrale soll an dieser Stelle
auf dieUbung verwiesen werden. Als Ergebnis erhalt man schibRli

1 Es
C=3 log, <1+2N—0> , (2.28)

d.h. mit wachsendem Signal-Rausch-Abstand und somitstderUbertragungsqualitat steigt die Kanalkapa-
zitat.

Wie schon im letzten Kapitel erwahnt, fugt der Codieremd@atenstrom Redundanz hinzu, d.h. der codierte
Vektor x enthalt mehr Elemente als der Informationsvekt@n > k). Da hierbei die Energie nicht erhdht wird,
besitzt jedes codierte Bit zwangslaufig weniger Energgeeal Informationsbit. Bei der Beurteilung und dem
Vergleich von Systemen ist es daher haufig von Interesshf die EnergieEs pro Kanalsymbol zu betrach-
ten, sondern die fir jedes Informationsbit aufgebrachiergieE,. Beide GrofRen sind tiber die Coder&e
miteinander verbunden, denn es gilt:

k
k-Eb:n-ES — Es:ﬁ'Eb:Rc'Eb- (2.29)

Anschaulich kann GI. (2.29) derart interpretiert werdeassiim Mittel pro Informationsbit genay R. codierte

Bit Ubertragen werden, so dass sich die pro Informatidrigiértragene Energie um den FaktgiRl erhoht.
Mit Gl. (2.29) nimmt der Ausdruck fur die Kanalkapazitde d-orm

c=2.log, <1+ 2RCE> (2.30)
2 No

an. In Hinblick auf die Bandbreiteneffizienz wird das Ziet@i moglichst effizientefbertragung genau dann
erreicht, wenn die Coderafe. gleich der Kanalkapazitd® ist. Mit Hilfe der Gl. (2.30) kann dann fir den
AWGN-Kanal der fur eine bestimmte Coderate erforderli@ignal-Rausch-Abstand angegeben werden. Die
Umstellung von Gl. (2.30) nadh, /N liefert die Beziehung

Ep 2%-—1
No 2R
Bild 2.7 zeigt die graphische Auswertung von Gl. (2.31). &isein annahernd linearer Verlauf zu erkennen.

Interessant ist der Grenzwert fidg — 0. Er kann einfach mit Hilfe der Regel von L'Hospital bereehwerden.
Es gilt:

(2.31)

By, . 2%R.qn2.2 )
lim =2 — fim =—"%"° _|n2= _159dB (2.32)
R—0Np R.—0 2
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Dieses Signal-Rausch-Verhaltnis stellt die untere Gediitzden AWGN-Kanal dar, bis zu der eine fehlerfreie

Ubertragung zumindest theoretisch noch méglich ist. Kiginere Signal-Rausch-Abstande kann eine fehler-
freie Ubertragung auch mit noch so groRem Aufwand nicht mehrsiealiwerden, da die Coderate gegen Null

strebt und somit keine Information mehr Ubertragen wird.

1

0.8 ]

0.6" | | 1

0.2r ,

92 -1.5 -1 -05 0 0.5 1 15 2

Ep/No in dB —
Bild 2.7: Maximale Coderate Ubét, /Ny fir den AWGN-Kanal bei kontinuierlichem Eingangssignal

Bandbegrenzung

AbschlieRend wird nun der auf die Bandbrei@degrenzte zeitkontinuierliche GaulRkanal betrachtet.digei
ser Bandbreite konnen entsprechend dem Abtasttheorem Staannon bei Einhaltung der ersten Nyquist-
Bedingung in einem Zeitraum der DauErinsgesamt BT Symbole tUibertragen werden. Mit der Rauschleis-
tung N = 2B - Ny/2 und der Signalleistun® = Ry - E, (R, die Datenrate der Informationsbit) lasst sich die
Kanalkapazitat in die Form

(2.33)

¢ =B log, <1+Rb'Eb> ,

B-No

uberfuihren [Fri96]. Die Einheit vo& betragt [Infobit/s]. Es ist zu erkennen, dass die Kapagitsowohl von
der Bandbreitd als auch von dem Signal-Rausch-VerhaltiigNo abhangt. In gewissen Grenzen ist also ein
Austausch von Bandbreite und Signal-Rausch-Verhaltiiglich. Fir den ExtremfalR, = € ergibt sich beim
Greanbergan@/B — 0 fur das Signal-Rausch-Verhaltris /Ny der Grenzwert aus Gl. (2.32).

2.3 Fehlerexponent nach Gallager undRy-Theorem

Ein gravierender Nachteil der Kanalkapazitat nach Shartmesteht darin, dass das Theorem weder eine Aus-
sage Uber die Struktur des Codes noch Uber seine Lanhalteriterner beschreibt sie nur das asymptotische
Verhalten fur sehr lange Codes, so dass sie nicht zur Abtaechg einer Wortfehlerrate bei gegebener Wortlange
geeignet ist. Sie stellt lediglich einen theoretischenn@neert dar, von dem praktische Verfahren sehr weit ent-
fernt sind.

Mehr Aussagekraft besitzt hingegen &ahlerexponent nach GallagerAn dieser Stelle soll nun keine exakte
Herleitung erfolgen, sehr wohl aber der grundsatzlichg We Berechnung des Fehlerexponenten aufgezeigt
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werden. Wir gehen von einem beliebigen Code der Rate k/n aus. Die Codierfunktion sei = g(u), die
zugehorige Decodierfunktion wird miit= g~1(y) bezeichnet. Als Decodierbereich

D = {ylgy) =u'} (2.34)

verstehen wir die Menge aller Empfangsvektoserderen Decodierung das Ergebiiis= u!) besitzen. Die
Fehlerwahrscheinlichkeit fur ein bestimmtes Informasivortu(® lautet dann

R = P(0#ulu=u®)

= P(ygnu=u")
- y;} Pyix (y\x(”) mit xU=g (u(i>) (2.35)

Es ist nun unter Umstanden sehr aufwendig, die Summe illseERmente von?; zu berechnen, da die
Mengend in n-dimensionalen Raumen sehr komplex sein kbnnen undoai-picht bekannt sind. Einfacher
ist es, die Summe uber alle moglichen Empfangswpee berechnen. Dazu veranschaulichen wir die Strategie
der Abschatzung zunachst fur den Fall eines Codes mitde@orten K = 1). Hier gilt

Pur= 3 Pyx(ylx¥). (2.36)
yeDr

Wir fihren nun eine Skalierung der Summanden mit dem Faktor

\/PY|X(y|X(2))/PY\X(y|X(1)) _ {
ein und erhalten aus Gl. (2.36)

Rar <3 P (YXP) -/ Rex (yIx@) /Py (yx®)
yeDr

= 3\ Rex ) Rex(ye®)
yeDs

< ;¢PY|x<yrx<1>>-va<y\x<2>>. (2:38)

>1 yeD

<1 yen (2.37)

Die Abschatzung fiR,, erfolgt vollkommen aquivalent. Unter Ausnutzung vea(x(D) + Py (x(?) = 1 lasst
sich dann die mittlere Fehlerwahrscheinlichkeit wie faghreiben

Pv = Pu1-Px(x)+Pyz2-Px(x?)
3 /Peix (YIX®) - Py (yx@) - (Pe(xV) + P (x2))
y

IA

=3 \/pv‘x (YXD) Py (y[x2) . (2.39)
y

Fur den diskreten gedachtnislosen Kanal (DMC) setztdiebedingte Wahrscheinlichkeit zweier Vektoren be-
kanntlich aus dem Produkt der bedingten Wahrscheinlithikeder Vektorelemente zusammaq|(<(y]x(')) =

M-3R x (yj[x{"), vgl. GI. (1.23)). Wir erhalten schiieBlich
Re< J HPYX (k) 'EPYX (vib?)
- yzi S TP () R (067)
- hg \/ Rex (¥ ) - Prx (vx?) (2.40)
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Gl. (2.40) wirdBhattacharyya-Schrankegenannt und gibt die Wortfehlerwahrscheinlichkeit einesl€s be-
stehend aus 2 Codeworten=£ 1) an. Eine Verallgemeinerung auf Codes nfiCbdeworten ergibt sich, wenn
fur alle Codewortpaarex(, x(#)) ein Gl. (2.37) entsprechender Gewichtungsfaktor eingefivird. Diese
allgemeine Bhattacharyya-Schranke fiir einen Code friv@rten lautet dann

2nt 0 0
stz[lEVRXMn)mem>- (2.41)

14

Die Abschatzung der Wortfehlerwahrscheinlichkeit in @141) kann fir grof3e Werte vdesehr ungenau wer-
den. Eine Verbesserung wurde von Gallager eingefuhrgénmelr die Gewichtung der Summanden in Gl. (2.35)
verfeinerte. Wird ein bestimmtes Codewaft gesendet, so gilt im Fall einer Fehlentscheidupgt (2) fur
mindestens eih# i

Ryix (yx1)
Pyix (y[x1)
Da der Quotient in GI. (2.42) fur beliebigestets groRer oder gleich Nullist, ist die Summe Uber alieti@nten
grofRer oder gleich Eins. Wir kdnnen daher die Ungleichung

2 My S]°
{Z<:§g;$>} >1  ; sp>0 (2.43)

=1
14

Pyix (yx1) > Py (y[x ) & >1. (2.42)

aufstellen. Das Ziel ist es nun, die Parametemd p derart zu wahlen, dass die Summe die Ungleichung
moglichst knapp erfilllt, also ein Minimum annimmt und sbdicht bei Eins liegt. Dabei sorgt€ s < 1 dafir,
dass einzelne Quotienten, die deutlich groRer Eins siatkleinert werden. Der Parametgrhat dagegen
die Aufgabe, fur groRBe Codewortalphabekest 1), wo viele Terme aufaddiert werden, die Gesamtsumme zu
reduzieren. Zunachst setzen wir jedoch Gl. (2.43) in GBFRein und erhalten

p
i 2 PY|x(y|X(I>) )
. ; My. Z RV 7

p
) 2
;RAWW”’hHAWM1 (2.44)
yED :1

IN

14

Im weiteren Verlauf wahlte Gallager den Parameateu s = Flp. Ubernehmen wir diese Wahl und erweitern
die Summe in Gl. (2.44) auf alle Vektorgnso lautet die neue Abschatzung

2k lp
zﬂxwﬂhwl (2.45)

I#i

NS
Pui < ZP\(|X(Y|X('))1+p :
v

Mit der entsprechenden Faktorisierung fiir den DMC erhalt@

P
n—1 - 2 1
%<ﬂgﬂﬂw%W-ZRﬂw%W] (2.46)

14

Eine direkte Auswertung von Gl. (2.46) fir konkrete Coded Kanale ist in der Praxis aus Aufwandsgriinden
nicht moglich. Statt dessen hat man versucht, eine Altsehg der Fehlerwahrscheinlichkeit fir den Mittelwert
Uber alle Code€ zu berechnen. Dabei erwies es sich als vorteilhaft, den fEmgswert

EC[PWJ] = Z EC\{X(i)} [Pw.i|x(i) — x/} .Px(X’) (2.47)
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der bedingten Wahrscheinlichkeit, dags ein bestimmtes Codewoxt ist, zu berechnen. Ohne detailliert auf
die weitere Herleitung eingehen zu wollen, soll an diesefl&ietzt das Ergebnis vorgestellt werden. Der
Erwartungswert ist unabhangig von dem gesendeten CotgNaind lautet

EolPu] = (-1 3 (; Pyix (y1X) 77 ’Px(X)>1+p (2.48)

Fur den gedachtnislosen, diskreten Kanal setzen wirungordass die Codesymbote statistisch unabhangig
voneinander sind und die gleiche Wahrscheinlichkeitgdicimktion P« (x) besitzen, so dass

n—-1

Px(x) = [ Px(x;
() JEL(XJ)

gilt. Dann geht Gl. (2.48) entsprechend in

Pu=ElR] = (2k_1>p'lz (Zan(yrx)ﬁp.Px(x))Hpr
~—— LY X

~ ok
~ 29 o—EolpPx)
~ 2 [Eo(p,Px) —pk/n]-n (2.49)
Uber. Wir definieren nun di€allager-Funktion zu
N 1+p
Folp.Pu) = 106, Y (3 Py R ) (2.50
y X

und erinnern uns daran, dass wir durch die Abschatzung.i(R@4) nur eine obere Schranke fur die Wortfeh-
lerrate erhalten. Soll diese mit einer akzeptablen Gekaitiperechnet werden, muss die Ungleichung (2.44)
so knapp wie moglich erfillt sein. Hieraus folgt direkédilinimierung der linken Seite von Gl. (2.43) bzw. die
Maximierung von Gl. (2.50) bzgl. der Paramepeund Px. Die Maximierung ergibt den sogenanni@allager-
Exponentenoder auchehlerexponenten nach Gallager

Ec(Re) := mpxamegX(Eo(p,Px) —p-Re) . (2.51)

Gl. (2.51) besagt, dass der Gallager-Exponent nach esfdiggaximierung nur noch linear von der Codergte
abhangt. Wir erhalten also fir jedes Paar Busindp Geraden mit der Steigungp, Uber denen dann fir jede
Coderate das Maximum den Fehlerexponenten liefert.

EG(RC) A

Rerit Ro C Re
Bild 2.8: Prinzipieller Verlauf des Gallager-FehlerexponerieiiR.)
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Dieser Zusammenhang ist in Bild 2.8 illustriert. Bis zurtischen Grenzé&.; wird das Maximum stets fur
p = 1 erreicht, welches bé&. = 0 in den sogenanntdR,-Wert

Ro = Eq(0) = maxEo(L, Py) (2.52)

Ubergeht. Er wird auclicomputational cut off ratggenannt und spielt fir die sequentielle Decodierung eine
entscheidende Rolle. Fir Coderaiyt> Ry wird diese spezielle Art der Decodierung namlich sehr gnfag.

Interessant ist nun die Frage, wie groR3 die CoddRateaximal sein darf, damit die Nebenbedingufg(R;) >
0 erfullt ist. Entsprechend Bild 2.8 wird das Maximum ofarhtlich furp = 0 erreicht. Da gleichzeitig auch
der Gallager-Exponent gegen Null geht, erhalten wir augZ3.1) mit Hilfe des Satzes von I'Hospital

. Eo(p,Px) 0 Ryix (Y1X)
=lim ———= = —Eo(p, = X) - Px(X) -log, ———— =1 (X;Y), 2.53
Romax = fim =202 = gpBoPPO| = 3 3 Prx(¥h9-Px()-logz = = =1(XY) - (253)
also gerade die Transinformation. Daraus folgt direkt
Remax = mP?XI (X;Y)=C, (2.54)

d.h. die maximale Coderate Hes(R;) > O ergibt gerade die Kanalkapazi@tMit Hilfe von Eg(R;) lasst sich
weiterhin auch die Wortfehlerwahrscheinlichkeit in Ablégkeit von der Coderate, der Blocklange und den
Kanaleigenschaften abschatzen.

Definition:

Es existiert immer eirin, k)-Blockcode der Rat®: = k/n < C, so dass die Wortfehlerwahrschein-
lichkeit durch
Py < 2 "Eo(Re) (2.55)

abgegrenz_@ werden kann. Somit enthalt der Fehlerexpanemtnur eine Aussage tiber den Kanal
(durch dieUbergangswahrscheinlichkeiten), sondern auch Uberwerrzichende Fehlerrai,
bei gegebener Blocklange

Wie Bild 2.8 zeigt, nimmt der Fehlerexponent einen WertfigndNull an, solange die Coderdgg kleiner als
die Kanalkapazita€ gewahlt wird und ist ansonsten Null, d.h. es gilt

Ec(R;) >0 fur Re<C

Ec(R))=0 fur Re>C.
Aus den Gleichungen (2.55) und (2.56) folgt, dass die Wolgigsvahrscheinlichkeit durch vergrofRern der Co-
dewortlangen fur R; < C beliebig klein gemacht werden kann. FRy— C geht der Gallager-Exponent gegen

Null und n muss gegen Unendlich streben, um eine endliche Fehlerglahnsichkeit zu erhalten. Fip =1
ergibt sich mit denRy-Wert folgende eine Abschatzung fiur den Fehlerexpomente

Ry < 2 "Ro—Re), (2.57)

(2.56)

Aus Gl. (2.57) kann interpretiert werden, dass die Langes Blockcodes umso grof3er sein muss, je dichter
R: anRy liegt, damit sich die Fehlerrate, nicht verschlechtert. Weiterhin lassen sich folgende Begeiche
unterteilen.

O0<R. <Ry : DieWortfehlerwahrscheinlichkeR, ist begrenzt durcihn und die Differenz
Ro — Rc. Die Grenze ist berechenbar.

Ry <R.<C : Die WortfehlerwahrscheinlichkeR, ist begrenzt durch und den Fehlerexponenten
Ec(R:). Die Grenze ist kaum zu berechnen.

R.>C . Die WortfehlerwahrscheinlichkeR,, kann nicht beliebig klein werden.

Bild 2.9 zeigt noch einmal den Vergleich zwischen dBgawWert und der Kanalkapazitat fur den BSC. Es ist
ersichtlich, dass daRy-Kriterium schwacher als die Kanalkapazitat ist.
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C(pe)

e

Bild 2.9: Vergleich von Kanalkapazitat und Cut-Off-Rate fur BSQ RiXo) = P(X;) = 0.5

33

2.3. FEHLEREXPONENT NACH GALLAGER UNIR,-THEOREM



Kanalcodierung | \J Universitat Bremen
Dr.-Ing. Volker Kiihn, Dr.-Ing. Dirk Wilbben Fachbereich 1, ANT

Kapitel 3

Lineare Blockcodes

3.1 Allgemeines, Definitionen

Wie bereits in Abschnitt 1.2.3 erlautert wurde, kann bewéndung aller 2 moglichen Codeworte der Lange

n weder ein Fehler erkannt noch korrigiert werden, da jedatedr@utomatisch wieder ein zugelassenes Code-
wort ergibt. Um eine Fehlerkorrektur bzw. -erkennung dfithhen zu kénnen, ist demnach eine Einschrankung
des zur Verfiigung stehenden Alphabets, d.h. die gesetigildung einer Teilmenge, erforderlich. Wie die kon-
krete Auswahl der Teilmenge zu erfolgen hat, damit der Caukeradglichst grosse Leistungsfahigkeit besitzt,
ist kein triviales Problem. Ein Ziel ist mit Sicherheit, ddéstanzeigenschaften eines Codes zu maximieren. Ob
dabei die kleinste Distanz maximiert werden muss oder abekmizahl von Codeworten mit kleiner Distanz zu
minimieren ist, scheint nicht von vorn herein klar und hizwan den konkreten Anforderungen an einen Code
ab. In der Regel sind keine optimalen Losungen bekanntziHkommt die Forderung nach einer moglichst
effizienten Form fur Codierung und Decodierung, weshalildbe Konstruktion eines Codes in der Regel auf
algebraische Methoden zuriickgegriffen wird. In Kapitelv@rde allerdings schon erlautert, dass hierdurch
nicht unbedingt die besten Codes gefunden werden, walinichdassen sich hierdurch sogar nur schlechte
Codes finden.

Prinzip der Codierung

Prinzipiell wollen wir zwischen den€ode und demCodierer unterscheiden. Unter eineBlockcodel ver-
stehen wir die Menge aller Vektoren= [xo X1 ... X—1] der Langen. Dabei kann die Erzeugung der Vektoren
durch unterschiedlich€odierer erfolgen. Diese Unterscheidung hat weiterreichende Folg®. hangen die
Distanzeigenschaften (Hamming-Distanzen zwischen dete@aorten) und damit auch die Wortfehlerwahr-
scheinlichkeiten nur vom Code, nicht aber vom Codierer absQilt nicht fir die Bitfehlerraten, wie spater
noch gezeigt wird.

Die Klasse der linearen Blockcodes umfasst einen sehrgmnd3sreich von Codierungsverfahren. Allgemein
ordnet ein(n,k)q-Codierer einem Informationswout bestehend aus Stellen ein Codewort mit n > k Stel-

len zu, wobei jede Stellg verschiedene Werte annehmen kann. Bie k zugefugten Stellen werden als
Prifsymbole bezeichnet. Sie enthalten keine neue Infimmand dienen ausschlieZlich der Fehlererkennung
bzw. -korrektur und stellen deshaRedundanzdar. Der Code ist nun die Gesamtheit aller Codeworte und be-
schreibt einen Vektorraumf der Machtigkeitg®, welcher als Unterraum von G&)" interpretiert werden kann.
Da also nicht allg" moglichen Elemente von G&)", sondern nugt < g" Elemente verwendet werden, wurde
durch das Hinzufiigen der Redundanz eine Untermenge geblitbten wahrend déibertragung Fehler auf,
die zu einem nicht zugelassenen Codewort fihren, so kbdiese Fehler erkannt, vielleicht sogar korrigiert
werden.
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Allgemeine Codeeigenschaften

e Systematische Codes:
Informationsbitu explizit im Codewortx enthalterx = [u p]
p besteht aus — k angehangterifsymbolen und enthalt keine neue Information

¢ Nicht-systematische Codes:
Keine Trennung von Informations- und Prifbit moglich

e Blockcodes lassen sich immer als systematische Codegltizmst

e Linearit at:
Glltigkeit des Superpositionsprinzips, d.h. Linearkamabon zweier Codeworte eines linearen Block-
codes ergibt wiederum ein Codewort
Beachte: Addition und Multiplikation finden innerhalb eines Vektaums GKq)" der Basisg und der
Dimensionn statt

3.2 Restklassenarithmetik

Wie im letzten Abschnitt erwahnt wurde, kbnnen die eingal Stelleny; des Informationswortes und auch die
Stellenx; des Codewortex q verschiedene Werte annehmen. Aus diesem Grund sprechéiewiroch nicht
von Binarstellen, sondern allgemein von Symbolen. Sg#schranken wir uns dann auf den binaren Fall mit
g = 2. Alle mathematischen Operationen wie Additionen odertilikationen werden modulg-ausgefihrt,
d.h. sie finden in einem endlichen Feld @Fzur Basisqg statt. Um Verwechslungen zu vermeiden, definiert
dieser Abschnitt eindeutig die Begriffe Gruppe, Ring, pé&n, Galoisfeld und Vektorraum.

3.2.1 Gruppen, Ringe, Korper, Galoisfelder und Vektorr aume

Definition einer Gruppe

Eine Gruppe(G,*) besteht aus einer Mengg und einer zwischen den Elementen ¥pdefinier-
ten Operationx und erfillt folgende Bedingungen:

1.

Furalle ab € G giltaxb € G (Abgeschlossenheit).

2. Furalle ab,c € G gilt (axb)«c=ax(bxc) (Assoziativgesetz).
3.
4. Fir jedes ac G existiert ein inverses Element} so dass gilt: aa ! =e.

Es existiert eimeutrales Elemerd, fur das gilt: axe=a.

Eine Gruppe wird als abelsche oder kommutative Gruppe bezet, wenn z@gzlich das Kom-
mutativgesetz gilt:

5.

Furalleab € Ggiltt axb=Dbxa.

Die Operation« in der obigen Definition kann unter anderem die Addition calgch die Multiplikation dar-
stellen. Beispiele fur Gruppen si#,, +), (R,+), (R\ {0},-).

Definition eines Rings

Ein Ring(R.,+,-) besteht aus einer Meng, fur deren Elemente die Operationen Addition und
Multiplikation definiert sind und die folgende Bedingungsfillt:
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1. (R,+) ist eine kommutative Gruppe

2. Abgeschlossenheit der Multiplikatiopez  a-be X

3. Furalle ajb,c € R gilt: a-(b+c)=a-b+a-c (Distributivgesetz)
4. Fur alle ab,c € R gilt: a- (b-c) = (a-b)-c (Assoziativgesetz)

Das Rechnen modulg-geniigt den Anforderungen eines Ringes. Es ist zu beadatiss, nicht notwendiger-
weise ein inverses Elemeat?! € ® zu jedemac ® mita-a ! = 1 existieren muss.

Definition eines Korpers (field)

Ein Korper (X, +,-) besteht aus einer Meng&, fur deren Elemente die Operationen Addition
und Multiplikation definiert sind und die folgende Bedingen ertillt:

1. (X,+) ist eine kommutative Gruppe

2. (KX \ {0},-) ist eine kommutative Gruppe (multiplikative Gruppe)

3. Furalle a/b,c € X gilt: a- (b+c) =a-b+a-c (Distributivgesetz)

Definition eines Galoisfelds finite field)

Enthalt die MengeX nur endlich viele (q) Elemente, so sprechen wir von einerticiash Korper
(finite field) oder auch von einem Galoisfel@F(q) zur Basis q. Galois-Felder existieren nuirf
g= p™, wobei p eine Primzahl und m eine tdiche Zahl ist. Rir ein Galoisfeld gelten ansonsten
die gleichen Regeln wiéif Korper. Ist g= p eine Primzahl, sprechen wir auch vBnimkorpern!

Gruppen oder Korper werden als zyklisch bezeichnet, waimadle Elemente aul3er dem Nullelement durch
Potenzen eines Elementekilden lassen. Dieses eine Element heifhitives Element. Fir jedes Galoisfeld
existiert ein primitives Elemergund es gilt:

GHp)={Z|zeGFp) Ai=1,...,p—1} (3.1)

Alle Potenzen vorz sind automatisch ebenfalls primitive Elemente deg|GF

+10 1 2 3 4 -10 1 2 3 4
0/0 1 2 3 4 0/0 0 0 0 O
111 2 3 4 0 110 1 2 3 4
212 3 4 0 1 210 2 4 1 3
3/3 4 0 1 2 310 3 1 4 2
414 0 1 2 3 410 4 3 2 1

Tabelle 3.1:Verknuipfungstabellen fur das Galois-Feld GF

Als Beispiel enthalt Tabelle 3.1 die additive und die nlikiative Verkniipfung fir ein Galois-Feld zur Basis
g = p=>5. Beziglich der Addition stellt ‘0’ das neutrale Elemeat,dlenn es gila+ 0 = a. Fur die inversen
Elemente gila+ (—a) =0, also z.B. 2-3=0. Fur die Multiplikation gilt unterdessen hinsichtlicegineutralen
Elementesa- 1 = a und hinsichtlich der inversen Elemerdea ! = 1 (siehe auch Tabelle 3.1). Das primitive
Element des Gf) istz= 2, denn es gilt

GF(5)\ {0} ={1234 = {2*21 2% 2%}
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Ein Codeworix setzt sich nun aus Symbolen zusammen, die jeweils Elemente eines GaloisfeldeBasig)
sindx € GF(q). Die Menge allen-Tupel bildet somit einen Vektorraum Gdj", der wie folgt definiert ist:

Definition eines Vektorraums (Linearer Raum)

Ein Vektorraum?’ tiber einem Krper K beschreibt eine Menge von Vektordir,die eine Addition
und eine Skalarmultiplikation definiert sin@. ist bzgl. dieser beiden Operationen abgeschlossen,
d.h.irab € Yunda € Kgilta+b € Yunda-a € 7. Ferner niissen folgende Gesetze
erfullt sein:

l.a+b=b+a
2. (a+b)+c=a+(b+c)
3.a+0=a
4. a+(—a)=0
5. a-(a+b)=aa+ab
6. (a+p)-a=aa+pa
7. (a-B)-a=a-(B-a)
8

.1l-a=a

Mathematische Operationen zwischen den Vektadne 1/ sind komponentenweise definiert

X+y=[X+Yo X1+VY1 ... Xn—1+Yn-1]-

3.2.2 Erweiterungskorper und Polynomdarstellung

Fur viele Anwendungen ist es vorteilhaft, nicht nur Felder Basis einer Primzahd zu betrachten. So sind
in der heutigen Digitaltechnik in der Regel Dualzahlensyst anzutreffen, die sich mit Primzahlen schlecht
darstellen lassen. Zur Veranschaulichung der Problenuati&rsuchen wir das Galois-Feld mjit= 4 = 2M=2
in Tabelle 3.2.

+ | © 1 z 14z - ]0 1 z 14z
0 0 1 z 142z 0 0 0 0 0
1 1 0 1+z z 1 0 1 z 1+2z
Z Z 1+z 0 1 V4 0 Z 1+z 1
1+z| 1+z z 1 0 1+z|0 1+z 1 z

Tabelle 3.2:Verkniipfungstabellen furr das Galois-Feld @F

e Firg= p™?! besteht GFg) aus den natiirlichen Zahlen von 0 kjis- 1
e Dies gilt frm > 2 nicht mehr
— Abstrakte Grof3e einfuhren

— GF4)={0,1,z1+2}, mitZ+z+1=0
(Fur 22+ 1= 0 wiirde zu 4z kein multiplikatives Inverses existieren)
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Durch die Verwendung der abstrakten Graheetet sich die Polynomdarstellung an. Daher betrachtemwi
Folgenden Polynomp(D) = po+ p1D + - - - + pmD™ vom Gradm mit Koeffizienten aus Gp).

Definition irreduzibles Polynom:

Ein Polynom D) vom Grad m mit Koeffizienten @ GF(p) heif3t irreduzibel, wenn es sich nicht
in Polynome vom Gragt m (mit Koeffizienten auSF(p)) faktorisieren &sst. Folglich besitzt (D)
keine Nullstellen inGF(p) (das Fehlen von Nullstellen allein garantiert nicht die Ir@uzibilitat
eines Polynomgl Der Begriff irreduzibel bezieht sich immer auf einen lmesiten Korper.

Beispiel:
Polynomp(D) = D? + D + 1 hat keine Nullstellen im GR), da p(0) # 0 und p(1) # 0. Allerdings aber in
GHF(4) des obigen Beispiels existiert die abstrakte Nullstelle

Beispiel:
Das Polynomp(D) = D*+ D? + 1 ist nicht irreduzibel (d.h. es ist reduzibel), B4+ D2 +1 = (D> + D+ 1)?
gilt. Es existiert jedoch keine Nullstelle im GB), dap(0) # 0 undp(1) # 0 gilt.

Satz:

Fur jede Primzahl p und jede niaiche Zahl m existiert ein irreduzibles Polynonilp vom Grad
m mit Koeffizienten auSF(p).

Die Nullstelle bzw. Wurzek eines Polynomg(D) hat die Eigenschaft
p(2) =0

und korrespondiert immer mit einem konkreten Korper.

Definition primitives Polynom

Zu jeder Primzahl p und jedem enIN existiert ein irreduzibles Polynom(p) Uber GF(p) mit
folgender Eigenschaft:

Fur jede Nullstelle pz) = 0 sind 2, ---, 2" verschieden voneinander, wob&i=z 2" = 1 mit n=
p™— 1 gilt. z heiBtprimitives Elementvon GF(p™) und g D) primitives Polynom

Damit lasst sich der Erweiterungskorper ®F) folgendermalen definieren:

Definition Erweiterungskorper (extension field

Es sei D) ein primitives Polynom vom Grad m mit Koeffizientere i5F(p) und z¢ GF(p) das
primitive Element von (). Dann wird der Erweiterungskper GF(p™) durch alle Linearkom-
binationen der Potenzef? z..., Z™ ! aufgespannt (zyklischerdiper). AuRerdem lassen sich alle
Elemente voiF(p™) als Linearkombinationen der Potenzen von z darstellen.lEs g

m—1 )
GHp™) = {% pi-Z | Po, - pm-leGF(p)}
= {02,272 .., 2 ="=1}

Somit istGF(q) = GF(p™) ein Erweiterungséirper vonGF(p) mit g= p™ Elementen. Man nennt
GF(p) auch Primlorper vonGF(q).
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Anschaulich kann man sich den Erweiterungskorper zurmeate Menge aller Potenzen des primitiven Ele-
mentes vonp(D) vorstellen Exponentendarstellung. Zum anderen kann G§) auch als Menge aller Po-
lynome p(z) vom Grad< m— 1 interpretiert werdenomponentendarstellung. Erweiterungskorper sind
insbesondere fir die Reed-Solomon-Codes von groRer Baudguda diese nicht-binare Codes sind, die in der
Regel auf einem Galoisfeld zur Basi® Basieren.

3.3 Distanzeigenschaften von Blockcodes

3.3.1 Minimaldistanz

Ein wichtiges Mal3 zur Beurteilung der Leistungsfahiglegites Codes ist didamming-Distanz. Die Hamming-
Distanzdy(a,b) gibt die Anzahl unterschiedlicher Symbole zwischen zweail€mortena undb an. Aufgrund
der Linearitat der hier betrachteten Codierungsvorfieimriwerden haufig alle Codeworte mit dem Nullwort
verglichen. Dann ist dddamming-Gewicht wy (a) eines Codeworteg von Interesse, welches die Anzahl der
von Null verschiedenen Elementearangibt. Die kleinste vorkommende Hamming-Distanz

Omin = a’berr;[gyéde(a, b) (3.2)

bestimmt im wesentlichen die Leistungsfahigkeit des Gode groRRer sie ist, desto mehr Fehler konnen erkannt
bzw. korrigiert werden. Bild 3.1 veranschaulicht den Zussnhang vordy,i, mit der Anzahl korrigierbarer
bzw. erkennbarer Fehler.

CImin =

Bild 3.1: Veranschaulichung der Korrekturfahigkeit in Abhangiglder Hamming-Distanzen

Fehlerkorrektur und Fehlererkennung
e Massive Punkte stellten giltige Codeworte dar
e Transparenten Kreise reprasentieren korrigierbare BEngsfvorte

e X beschreibt ein nicht korrigierbares Wort
(es hat gleichen Abstand zu beiden Codeworterine Entscheidung ware rein zufallig

dmin -1
- 69

— Anzahl korrigierbarer Fehler:
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— Anzahl erkennbarer Fehler:

e Code kann unter Umstanden auch noch dartiberhinaus Fegkémrnen oder korrigieren, dies kann aber
nicht garantiert werden.

e Gleichzeitige Korrektur vom Fehlern und Erkennung vah>t Fehlern

Aufgrund der Wichtigkeit der minimalen Hamming-Distadz;, wird sie in der Literatur auch haufig bei der
Benennung eines konkreten Blockcodes angegeben(rz8dmin)q-Code.

Die bisherigen Erlauterungen verdeutlichen die RelewdarzMinimaldistanz zur Beurteilung der Leistungs-
fahigkeit von Codes zur Kanalcodierung. Um eine Vorstajlzu bekommen, welche Minimaldistanz fur eine
bestimmte Parameterwahl véinn und q tberhaupt erreicht werden kann, sollen im Folgenden eiSighran-
ken vorgestellt werderofine Bewei.

Singleton-Schranke
e Fur einen(n, K, dmin)q-Code gilt stets
Omin <N—k+1 (3.6)

e Erklarung: Alle Codewdrter unterscheiden sich an mitelesd,, Stellen.
Werden bei allen Codewortern die erdig, — 1 Stellen gestrichen, so sind die gekirzten Codeworter de
Langen — dmin -+ 1 immer noch alle verschieden. Es gibt datfeverschiedene gekiirzte Codewérter im
Raum deig™ 9 t1 gekiirzten Worter. Dies ist nur moglich, wekr< n — dmin + 1 gilt.

e Minimaldistanz ist immer kleiner gleich der Anzahl der Rt@llen plus Eins
e Bei Gleichheit ergibt sictMDS (Maximum Distance Separablé-Code
e Fur binare Codes sind nur einfacfre 1, n),-WiederholungscodesRgpetition CodgaVIDS-Codes.

e Die in Abschnitt 3.7.3 definierten nicht-binaren Reededubn-Codes sind MDS-Codes!

Hamming-Schranke,sphere-packing bound
e Fur einen(n,k,dmin)q-Code, det Fehler korrigieren soll, gilt stets:

t
=5 (7) @ @7)

e Erklarung von Gl. (3.7):
— Mit n—k Priifsymbolen lassen sich gengllr verschiedene Vektoretsyndrome) erzeugen

— Zur Korrektur jedes Fehlerwortesmit Gewichtwy(e) <t (maximalt Fehler) muss jederamin-
destens eins def* Syndrome zugeordnet werden

— Anzahl moglicher Fehlerworte: rechte Seite von Gl. (3.7).
— Gl. (3.7) besagt: Zur Korrektur vonFehlern muss Anzahl Syndrome immer grof3er als Zahl der
Fehlermuster sein

e Bei Gleichheit:perfekter Code
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— Zu jedem Fehlermuster existiert genau ein Syndrom, d.hib¢sgakt nur so viel Syndrome wie
zur Korrektur vort Fehlern erforderlich

— Anschaulich: Verteilung alleg” Elemente des Vektorraums Gfj" auf disjunkte Decodierkugeln,
d.h. Kugeln sind so dicht gepackt, dass sie den gesamteprvalin enthalten.

— Beispiele fur perfekte Codes§7,4,3),-Hamming-Code, (23,12,7)-Golay-Code

Plotkin-Schranke
e Fur einen(n,k, dmin)q-Blockcode gilt stets:

dmin < (3-8)
e Herleitung:

Mittleres Gewicht eines Symbols im Gdj betragt(q—1)/q

Fur ganzes Codewort der Langeilt fur mittleres Gewichin(g—1)/q

Ausschluss des Nullworts: Erhdhung des mittleren GewianFaktorg/(q¢ — 1)

Insgesamt ergibt sich rechter Ausdruck in Gl. (3.8)

Mittleres Gewicht immer grof3er oder mindestens gleichimatem Gewicht, ged.

Gilbert-Varshamov-Schranke
e Bisherige Schranken erlauben Abschatzung der Minimzldes

e Sie geben keine Garantie fur die Existenz eines realen<Code

e Gilbert-Varshamov-Schranke beweist Existenz eines me@teles (ohne Konstruktionsvorschrift)

e Es existiert immer eirin, k, dmin)-Code, wenn gilt:

dmin_z _
Y (", @ (3.9)

3.3.2 Distanzspektrum und IOWEF

Um die Leistungsfahigkeit eines konkreten Codes beertezu konnen, wird in der Regel die zu erreichen-
de Wortfehlerrate, also die Wahrscheinlichkeit fir dadtéstien eines Decodierfehlers, in Abhangigkeit be-
stimmter Kanaleigenschaften (z.Bbergangswahrscheinlichkeit beim DMC, Signal-Rausctiifnis beim
AWGN-Kanal) abgeschatzt. Haufig reicht dazu nicht mekeimd die Minimaldistanz des Codes aus, son-
dern es muss sein gesamtes Distanzspektrum, d.h. seinel@®ieirteilung bekannt sein. Aufgrund der oben
erlauterten Linearitat ist es erlaubt, anstatt der Hamgrabistanzen zwischen allen moglichen Codeworten
nur die Distanzen zum Nullwort zu betrachten, so dass diekHamming-Gewichtaevy(a) der Codeworte
ausschlaggebend ist. Diese Tatsache verringert den Adflvander Bestimmung der Distanzeigenschaften
enorm. Das Distanzspektrum beschreibt also die Anzahl vamre@orten mit einem bestimmten Gewicht. Es
kann mathematisch in der Form

A(D) = dioAdDd = X; D) — 1+d_§ AgDY (3.10)
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angegeben werden, wobRinur ein Platzhalter ist. Die Koeffizientely in Gl. (3.10) geben die Anzahl der
Codewortea mit dem Gewichivy(a) = d an. Fur sie gilt der Zusammenhang

n
; Ad = qka
=0
d.h. die Summe aller Koeffizienten entspricht logischese@er Gesamtzahl aller Codeworte.

Das Distanzspektrums kngt ausschlie3lich vom Code, nicht aber vom Codierer (Abldung Infowort
auf Codewort), ab und erlaubt die Abschitzung der Auftrittswahrscheinlichkeit eines Decodierfdlers.

Zur Berechnung deBitfehlerrate, d.h. dem Verhaltnis der fehlerhaften Informationsbit @@samtzahl Uber-
tragener Informationsbit, ist die Kenntnis des Distankpens unzureichend. Vielmehr muss bekannt sein,
wieviele Informationsbit beim Verwechseln zweier Codewanit der Hamming-Distandy(a,b) verfalscht
werden. Dazu dient die sogenant®WEF (Input Output Weight Enumerating Functigmlie die Verbindung
zwischen Eingangsvektorenund Ausgangsvektorexeines konkreten Codierers beriicksichtigt. Sie definiert

sich als
k n

AW,D) = Zoczko’d WD (3.11)

wobei A4 die Anzahl der Codeworte mit einem Eingangsgewicht wonnd einem Ausgangsgewicht von

d beschreibt. Anders als die Wortfehlerwahrscheinlichkeiginflusst der Codierer sehr wohl die Bitfehler-
wahrscheinlichkeit. Distanzspektrum und IOWEF werden anhand eines kleinen Beispiels noch einmal
veranschaulicht.

Beispiel: Systematischer(7,4),-Hamming-Code (Definition in Abschnitt 3.5.8)
e (7,4),-Hamming-Code setzt sich au$2 16 Codeworten zusammen (s. Tabelle)

e Zweite Spalte enthalt Gewicht der Infowore

e Dritte Spalte enthalt Gewicht der zugehorigen Codeworte

Codewortex | Gewichtwy(u) | Gewichtwy(X)
0000000 0 0
0001111 1 4
0010110 1 3
0011001 2 3
0100101 1 3
0101010 2 3
0110011 2 4
0111100 3 4
1000011 1 3
1001100 2 3
1010101 2 4
1011010 3 4
1100110 2 4
1101001 3 4
1110000 3 3
1111111 4 7

Aus obiger Tabelle wird ersichtlich, dass je 1 Codewort reit &ewichterwy(x) = 0 undwy(x) =7 und je 7
Codeworte mit den Gewichtemy(x) = 3 undwy(X) = 4 existieren.
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Gewichtd | Ag
: : IOWEF |d=0 d=1 d=2 d=3 d=4 d=5 d=6 d=7
5 0 w=0 1 0 0 0 0 0 0 0
3 7 w=1 0 0 0 3 1 0 0 0
4 7 w=2 0 0 0 3 3 0 0 0
5 0 w=3 0 0 0 1 3 0 0 0
6 0 w=4 0 0 0 0 0 0 0 1
7 1

Das Distanzspektrum hat demnach die Form
A(D)=1+7-D3+7-D*+D’,
die Minimaldistanz nimmt den Wedin = 3 an und die IOWEF lautet

AW,D) =1+3-WD*+3-W?D3+W3D3 + WD* +3-W?D* 4+ 3-W3D* + W*D’ .

3.4 Decodierprinzipien und Wortfehlerwahrscheinlichket

3.4.1 Grundprinzipien der Decodierung

Bezuglich der prinzipiellen Decodierung von Blockcod@sdsim wesentlichen drei Decodierprinzipien zu
nennen, die in Bild 3.2 graphisch dargestellt und im Folgenklurz erlautert werden. MAP- und Maximum
Likelihood-Decodierung wurden zu einer Kategorie zusamyeéasst.

Maximum-a-posteriori-Kriterium (MAP)
Die optimale Decodierung garantiert das MAP-Kriteriumakimum a posteriori probabili}y Hierbei wird das
Codeworta bestimmt, welches die a-posteriori-WahrscheinlichR¢a|y) maximiert. Es gilt
. ~ P(@)
X = argmaw(aly) = argmax(y|a)- Py)
= arg meFvP(y|a) -P(a) . (3.12)
ac

Gleichung (3.12) zeigt, dass neben déipergangswahrscheinlichkeité¥y|a) des Kanals auch die a-priori-
Wahrscheinlichkeiter®(a) in die Decodierentscheidung eingehen. Steht dem Decoditse die Statistik des
Codealphabets a-priori zur Verfigung, kann er sie gewingbend nutzen. Die MAP-Decodierung ist dann die
optimale Form der Decodierung. Stellt= f(u) die Abbildung des Codierers dar, erhalten wir die gestbitz
Informationsbit durchii = f~1(X).

Maximume-Likelihood-Decodierung (MLD)
Ist die Verteilung der Codeworte gleichverteilt oder abiehtivon vornherein bekannt, entfallt der TeRte)
in Gl. (3.12). Wir erhalten dann die sogenankhtaximum-LikelihooeDecodierung

X =arg 22§>P(y|a) , (3.13)

die von allen Codeworten dasjenige auswahlt, das diegmgarDistanz zum empfangenen Wort hat. Hierdurch
wird bei gleicher a-priori-Wahrscheinlichkeit der Codeteoeine minimale Wortfehlerwahrscheinlichkeit er-
zZielt. Allerdings nimmt der Aufwand wie auch beim MAP-Krnitgm mit wachsender Anzaklexponentiell zu,
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so dass ein einfacher Vergleich aller Codeworte mit dem ang#nen Wort schnell unpraktikabel wird. Dies
gilt umso mehr, da die Leistungsfahigkeit der Codes migstedemk undn zunimmt und daher eine hohe Leis-
tungsfahigkeit auch mit einem hohen Decodieraufwandwmbn ist. Da bei diesen beiden Verfahren stets der
nachste Nachbar zum empfangenen Wort gesucht wird, kammer Umstanden auch mehr @lsimin — 1) /2]
Fehler korrigiert werden. Dies gilt fir die Folgenden \émfen nicht.

Begrenzte Distanz-DecodierundBDD)

Beim BDD wird um jedes Codewort eine Kugel vom Radiygelegt. Alle Empfangsworte, die ausschlie3lich
innerhalb einer einzigen Kugel liegen, werden decodieht, dem mit ihrer Kugel korrespondierendem Code-
wort zugeordnet. Empfangsworte, die in mehreren oder adrekejner Kugel liegen, werden nicht decodiert,
sondern als fehlerhaft gekennzeichnet. Der BDD ist nur wewdich schlechter als der MLD.

Begrenzte Minimaldistanz-Decodierung(BMD)

Um jedes Codewort wird eine Kugel mit dem Radius | (dmin — 1)/2| gelegt, wodurch alle Kugeln disjunkt
sind, also keine gemeinsamen Bereiche besitzen. Alle Exgpfeorte innerhalb einer Kugel werden dann
Richtung Kugelmittelpunkt decodiert; es ergibt sich alseddecodierung bis zur halben Minimaldistanz. Die
BMD besitzt von den drei hier vorgestellten Prinzipien digiggste Leistungsfahigkeit, fimerfekte Codesst
sie allerdings mit demMaximum LikelihooeDecodierung identisch.

BDD

S

ML

t

BM

@® Codeworte

D
®)
® X @
®)
o
D
t
O Kkorrgierbar
X nicht korrigierbar
% ,
t

Bild 3.2: Veranschaulichung der Prinzipien von MLD, BDD und BMD

Bei perfekten Codes existiert zu jedem Syndrom genau efigierbares Fehlermuster bzw. jedes korrigierbare
Fehlermuster korrespondiert genau mit einem Syndrom. Dsind die Empfangsworte komplett auf Decodier-

kugeln mit Radiug = Ldm#{lj aufgeteilt.
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Die Abschatzung der Leistungsfahigkeit von Blockcodesdiwm Folgenden in drei Bereiche unterteilt, der
Wahrscheinlichkeit fir unerkannte Fehler bei Fehlenenkmg, der Wahrscheinlichkeit fiir falsch korrigierte
oder nicht korrigierbare Fehler im Fall einer Hard-Deansimd einer Soft-Decision. Es wird stets die Wortfeh-
lerwahrscheinlichkeit, nicht die Bitfehlerwahrschethlkeit betrachtet.

3.4.2 Fehlererkennung beim diskreten symmetrischen Kanal

Allgemein kann das Empfangswortbei einer Hard-Decision im Empfanger durch lberlagerung des ge-
sendeten Codewortesund einem Fehlerwoe

y=x+e (3.14)

dargestellt werden. Dabei enth@élgenau an den Stellen ein Symbol ungleich Null, an denen éiteFauf-
getreten ist. Das Gewicht vangibt somit die Anzahl der Fehler im empfangenen Woan. Ein Fehler kann
immer dann nicht erkannt werden, wenn durch die Additionxaomde wieder ein gultiges Codewort entstan-
den ist. Aufgrund der Eigenschaften des den Code beschohé/ektorraums ist dies aber nur der Fall, wenn
e selbst ein Codewort ise(€ ') und damit mindestens das Gewichy,, also die Minimaldistanz besitzt.

Fehlerwahrscheinlichkeit
e Wahrscheinlichkeit fur Fehler an Stellees Codewortesg(# 0): Pe

e Wahrscheinlichkeit fur Fehlerfreiheit: -1 P

Pe

Mittlere Wahrscheinlichkeit fur bestimmten Wert an Stélleg =1,2,...q—1): 1

Auftrittswahrscheinlichkeit eines bestimmten Fehlertese mit Gewichtw(e)

(1_P)n—WH(e). i (e
e q-1

Wahrscheinlichkeit P,e (ue: undetected erron eines unerkannten Fehlers
e Unerkannter Fehler nur flse T —  alle g€ Codewdrter erfassen

e Esqilt:

P WH (X)
Pe = 3 -rn () 315
xelM\{0} q-1

n Pe d
— Z_ Ad(l—Pe)”_d-<qu> . (3.16)
d= min

e Gl. (3.16) durch Zusammenfassen aller Codewrmait gleichem Hamming-Gewich ()
(siehe Distanzspektrum)

e Summe uber alle Gewichte, also vdgi, bis maximaln
e Zur Auswertung von Gl. (3.16) gesamtes Distanzspektruaréeflich
e Spezialfall: g= 2 (BSC)
Pie= %r Ag(1—Py)"d.pd (3.17)
d=

min
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3.4.3 Fehlerkorrektur beim BSC

Die WahrscheinlichkeiP, fur unerkannte Fehler kann auch bei der FehlerkorrektsiGiu(3.16) ibernommen
werden, denn Fehler, die erst gar nicht als solche zu erkesind, kbnnen auch nicht korrigiert werden. Hin-
sichtlich der WahrscheinlichkeR,, fur das Auftreten eines nicht korrigierbaren oder abeffalsch korrigierba-
ren Fehlers spielt mit Sicherheit auch die Art der Decodigr(s. Abschnitt 3.3) eine Rolle. Eine sehr einfache
Bestimmung vorPR,, ist fur die begrenzte Minimaldistanz-Decodierung (BMDgglich. Da sie von den drei
in Abschnitt 3.3 vorgestellten Verfahren die geringstestigigsfahigkeit besitzt, stellt das Ergebnis gleichzei-
tig eine obere Schranke fur die beiden tibrigen VerfahdeMaximum LikelihooeDecodierung (MLD) und
die begrenzte Distanz-Decodierung (BDD) dar. Bei perfeiktedes ist die Abschatzung fur die beiden zuletzt
genannten Verfahren ebenfalls exakt.

Voraussetzung bei BMD:(n,k, dmin)-Code kann maximdl= LdmLz‘lJ Fehler korrigieren

o Wortfehlerwahrscheinlichkeit:
I:’w =1- I:Jkorrekt

o t Fehler immer korrigierbar— WahrscheinlichkeiBygrek: fur korrigierbares Fehlermuster:

— Alle Fehlermuster mit Gewichiyy(e) <t betrachten

- Binomialkoeffizient(g) beschreibt Anzahl moglicher Anordnungen vi8ymbolen ungleich Null
in Codewort der Langa

t n B
Prorrekt = dz <d> : Pg -(1-Pe)" d. (3.18)
=0
o Wortfehlerwahrscheinlichkeit
Py, — 1-{? <n> PY. (1Pl (3.19)
- d e .
=0
4 n d n—d
= Z q Pe-(1—Py) (3.20)
d=t+1

Gl. (3.20) gilt, da die Summe der Auftrittswahrscheinliefikn tber alle Codeworte Eins ergeben muss und
somit die Differenz in GlI. (3.19) auch durch die Summe tGiberéstlichen Distanzen vdrbis n ersetzt werden
kann. Dat nur von der Minimaldistand,in abhangt, geht in Gl. (3.20) nicht die gesamte Gewichtsilartg
ein. Entsprechend den obigen Erlauterungen stellt QO}§iir die Decodierverfahren BDD und MLD eine
obere Schranke dar; hier gilt:
L n d n—d
< . (1— . .

Py < d:;l <d> P (1—Pe) (3.21)

Fur perfekte Codes gilt Gleichheitszeichen in GlI. (3.21).

3.4.4 Fehlerkorrektur bei Soft-Decision

Im Gegensatz zur Hard-Decision spielt hier wieder das ges@nstanzspektrum des Codes eine Rolle. Wir
gehen im Folgenden zunachst davon aus, dass ein beliehigesfestes Codewoxt) gesendet wurde. Die
Wahrscheinlichkeit firr einen Decodierfehler wird danr Ra(x())) bezeichnet und lautet

Po(x)) = P(Decodierfehlet x) (3.22)
Py ¢ 2 | xV), (3.23)
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wobei die MengeM zu
a = {y | Py | x") > Py [xD), vxDer, j#i} (3.24)

definiert ist und die Menge aller beschreibt, die eine geringere Distanz (grof&helichkeit) zux() besit-
zen als zu irgendeinem anderen Codewoéirt!). Dieses Kriterium entspricht exakt der Maximum-Likelilibo
Entscheidung, so dass aile= 4 zu x() decodiert wiirden. Dabei ist zu beachten, dass bei 'weictschie-
denen Elementew nicht die Hamming-Distanz, sondern ein geometrisches Mig3zviB. die quadratische
euklidische Distanz verwendet werden muss. Digvfikomplementare Meng#{ lasst sich zu

M = Aou\ M (3.25)
= {y | Py |x") > P(y | x"),vj #i} (3.26)
2k
= U{YIP(YIX“))>P(y|X(‘>)} (3.27)
Jl‘jiL Mi,j

formulieren. Damit kann die Wahrscheinlichkeit fiir eirssthe Detektion vox) durch die Union Bound
folgendermaf3en abgeschatzt werden:

2k
PexV) = PyelJas; | xY)

=1
J#i

2k

Z Py e #; | xV). (3.28)

i#

IN

Veranschaulichung der Ungleichung im zweiten Teil von GI28):
e Empfangswory kann auch in mehr als einer Mengé ; enthalten sein
— Summe Uber Einzelmengen grof3er als Vereinigungsmenge

e Gleichheit, wenn alléf ; disjunkt sind, d.h. jedeg kommt nur in einer einzigen Meng#, ; vor

AWGN-Kanal mit bin arer Ubertragung (q = 2)
Wir setzen im Folgenden wieder eine antipoddleertragung mik, = ++/Es/Ts voraus. Bei Verwendung der
Maximume-LikelihooeDecodierung gilt

P(yeat | xV) =P (ly—xV2< ly—xV2|xV) . (3.29)

Ein Fehler tritt also genau dann auf, wenn ein anderes Catleib- x(") naher am empfangenen Wertiegt.
Setzt man die Beziehung= x) +-nin GI. (3.29) ein, so ergibt sich

P(yeah;|xV) = P(Ix"—xD+n|<n|?)

= P CZ: (xﬁi) —x) +nr>2 < :Z}f)
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e Interpretation vorg:

— Nur unterschiedliche Stellen vot) undx()) von Bedeutung
— An allen tibrigen Stellen nimmt Differenz den Wert Null an
— Insgesamt nudy (x),x(1)) Stellen wichtig
- VariabIeE ist gaquerteiIte Zufallsvariable mit Mittelqut: 0 und Varianz

= No/2/Ts- dyy(x ((2\/Es/Ts)? = 2-dy(xW, x()) . EgNp /T2
¢ Rechte Seite nimmt konstanten Wert/2d (x ))(24/Es/Ts)? = —2dy (x, x))Es/Ts an

Fir die Fehlerwahrscheinlichke®(y € 94 ; | xV) gilt dann

—2dy (x® x())Eg/Ts 5
() 1 efm d¢
Py e Mij | x = — XX s
el . V/2m2dn (X0, X)) EgNo/T2
1 dr (x®) x(D)Es/No 1 00
- S P / & g
Vo € ¢= R € &
- du (X0 X)) Es/No
1 . L E
= = (i) x( =2
2erfc( dy (x ) x()) N0> (3.30)
- Q<\/2dH(x<i>, (J))E>
No
Die Wortfehlerwahrscheinlichkeit fix() kann jetzt zu
P(xV) < erfc x(J DE (3.31)
N Z No

1
2_ erfc< E—Z)
-l

angegeben werden. Ma(x(V) unabhangig von einem speziell gewahlten Codewbrist, stelltPs(x()) auch
gleichzeitig die allgemeine Wortfehlerwahrscheinliciikde, des gesamten Codes dar. Die Ergebnisse fir die
Abschatzung der Wortfehlerwahrscheinlichkeit bei Handd Soft-Decision fur einen AWGN-Kanal zeigt
Bild 3.3. Der Unterschied betragt bei sehr kleinen Fehtem etwa 1.7 dB, was verdeutlicht, dass bei einer
harten Entscheidung vor der Decodierung Information uewidlich verlorengeht. Obwohl die Abschatzung
von R, bei Hard- bzw. Soft-Decision fir unterschiedliche Deevdérfahren (BMD bzw. MLD) hergeleitet
wurde, ist der Vergleich hier erlaubt, da d&t4),-Hamming-Code perfekt ist und somit das Gleichheitszei-
chenin Gl. (3.21) qilt.

NII—‘

3.5 Matrixbeschreibung von Blockcodes

3.5.1 Generatormatrix

Lineare Blockcodes konnen vollstandig durch eine sogeteaGeneratormatrixs beschrieben werden. Fur
einen allgemeineifn, k)-Blockcode besteht diese akZeilen undn Spalten. Aus jedem Informationswart
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10
—— Hard, BMD
--- Soft - MLD
10} B ]
_4 \\

c]_;10 F < |
10°° . |
10_8 | | \\

2 4 6 8 10 12

Eb/No [dB] —

Bild 3.3: Wortfehlerwahrscheinlichkeit fi(f7, 4) ,-Hamming-Code beim AWGN-Kanal

kann dann mit der Beziehung

Jo,0
X=u-G

Ok-1,0

Jo,n-1
(3.32)

Ok—1,n—1

ein Codewort gebildet werden. Der Vektorralinaller Codeworte besteht au$ Rlementen und es gilt:

r:{ue|ueeﬁm§ (3.33)

Das Codeworix kann als Linearkombination der Zeilen vah aufgefasst werden, wobei die Koeffizienten

die Symbole des Informationswortes sind. Aufgrund der gifiden Linearitat und der Abgeschlossenheit des
Vektorraums folgt hieraus, dass die Zeilen der Generatiopngultige Codeworte reprasentieren. Sie sind

linear unabhangig und bilden die Basis des Coderaumssig.kpannen diesen auf.

Erlaubte (elementare) Matrixoperationen
e \ertauschen von SpalteAquivalente Code$

— Vertauschen zweier oder mehrerer SpaltetGifiiihrt zu Wechsel der Reihenfolge der Symbole
eines Codewortes und liefeéaquivalenten Code
— Spalten vorz kbnnen beliebig angeordnet werden

— Aquivalente Codes besitzen identische Distanzeigentghafiur die Zuordnung von auf x ist
unterschiedlich

— Trotzdem Unterschiede in Leistungsfahigkeit z.B. beidarkung bzw. Korrektur von Biindelfehlern
e Zeilenoperationen (Code andert sich nicht)

— Vertauschen zweier Zeilen
— Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar gemaR den Regkes GKQq)
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— Linearkombinationen zweier Zeilen, d.h. Addition zweigat 8kalaren multiplizierten Zeilen.

Durch elementare Operationen lasst sich jede Generatiaxrimadie gau3sche Normalforraberfihren.

G = [lkk | Pkn—«] (3.34)

o I reprasentiert die Einheitsmatrix nkitZeilen und Spalten
e Py _k eine Prifmatrix mit entsprechemkdZeilen undn— k Spalten

e Generatormatrix in Gl. (3.34) beschreibt systematischedeGzunachst Wiederholung der Infosymbole
durchlyk, dann Anhangen der Prifsymbole mit, k)

— Alle linearen Blockcodes immer als systematische Codesteldyar

3.5.2 Prifmatrix

Eine zum vorigen Abschnitt aquivalente Beschreibung ister sogenannten Prifmatiik moglich. Sie wird
auch zulUberprifung der Richtigkeit eines Empfangsvektors hgeangen. Unter Verwendung der gauf3schen
Normalform aus Gl. (3.34) kann die Priufmatrix zu

H = [~Ptni | In-kn-k] (3.35)
dargestellt werden. Demnach besteht sierausk Zeilen undn Spalten. Es gilt stets
x-HT =0, (3.36)

d.h. die Zeilen inH (Spalten inHT) sind orthogonal zu allen Codeworten. Dementsprecheriitl g¢e Code-
rauml” den Nullraum beziglici dar und kann somit auch durch

r={xeGFQ" | xH" =0} (3.37)
definiert werden. Automatisch gilt auch der Zusammenhang

GHT =0. (3.38)

Uberpriifung des korrekten Empfangs mit Prifmatrix
Die Prufmatrix wird (wie in Abschnitt 3.6.6 noch gezeigtrd) auch haufig zur Decodierung eingesetzt (daher
auch die Namensgebung). Mit Hilfe der Beziehung 3.36 kahnealt nachgepruft werden, ob es sich bei dem
empfangenen Wogt um ein Codewort handelt oder nicht. Das Ergebnis wird auctd&yns genannt und es
gilt
T T _oyT T oy

s=y-H'=(x+e)-H —&"6/+9H =eH'. (3.39)
Nimmt das Syndrom den Wert Null an, so ist entweder kein FdRle: 0) aufgetreten oder durch einen Fehler
(eeT) ist ein neues Codewoxt, aber nicht das gesendetentstanden. In diesem Fall kann der Fehler nicht
erkannt und somit auch nicht korrigiert werden.

Ohne Beweis soll an dieser Stelle noch angemerkt werden,rdiadilfe der Prifmatrix die Minimaldistanz
eines Codes berechnet werden kann. Sie stellt namlichidienale Anzahl linear abhangiger SpalterHrdar.
Eine derartige Berechnung ist mit der Generatormatrixtrmobglich.
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3.5.3 Duale Codes

Verwendet man zur Codeerzeugung statt der GeneratornuéériRrifmatrix, so ergibt sich ein zum Original
orthogonaler Cod€&*. Er wird auch alsiualer Codebezeichnet und ist wie folgt definiert:

r = {beGHq"|bla V ael}={be GHq"|b-G"' =0} (3.40)
= {V'H v e GF(q)”‘k},

wobei mitb = v-H die Codeworte des dualen Codes gebildet werden konnemyrdad der Dimension der
PrufmatrixH bestehen die Codeworteebenfalls aus Symbolen, allerdings enthalt der Coderaum jefzt
Elemente. Diese Tatsache wird teilweise auch bei der Deoalj ausgenutzt. Ist— k deutlich kleiner al,
kann es von Vorteil sein, die Decodierung mit Hilfe des dn&®des zu realisieren. Darauf soll hier allerdings
nicht naher eingegangen werden.

3.5.4 Nebenklassenzerlegung

Bekanntes Syndrom:
T v dT Lo T
s=y-H' =(x+e) -HT =x I: +e-H (3.41)
Somit ist das Syndrom unabhangig vom gesendeten Codeviatesg® Codeworte gibt, existieren im G&)"
insgesamt” — g Fehlermuster. Ferner gibt es aber gur Syndrome, so dass das Fehlermustaicht eindeu-
tig durch das von ihm erzeugte Syndrem e- HT bestimmt ist. Mit anderen Worten, mehrere Fehlervektoren

eerzeugen das gleiche Syndram

Aufteilung in Nebenklassen

Im Folgenden numerieren wir alle Syndrome gitdurch (0< p< q"K—1). Weiterhin sei das Syndrosy = 0.
Dann kdnnen alle Empfangsvektorgndie ein bestimmtes Syndrosy erzeugen, in einer Meng#,, (Coset}
zusammengefasst werden. Es gilt:

M,={e € GFQ)"|e-HT =5,}. (3.42)
Die MengenM,, werden aldNebenklasse(Coset} bezeichnet. Speziell gilt fir die Nebenklasse mit demi-Nul
syndromMp = I, das = 0 ein giltiges Codewort anzeigt. Die Ubrigen Nebenklasagn, enthalten keine
Codeworte. Es wird nun zu jeder Nebenklasse ein Anfiggreestimmt, welcher im Allgemeinen das gerings-
te Gewicht aller Elemente dieser Nebenklasse besitzt. [2iel ines Anfuhrers ist nicht zwingend eindeutig.
Decodierung mittels Nebenklassenzerlegungstandard Array Decodiny
¢ In Nebenklassen wird nach empfangenem Wayesucht

e Annahme: Fehler mit geringstem Gewicht am wahrscheirtigchs

e y€ M, — Fehler am wahrscheinlichsten durdberlagerung des Anfiihrers dieser Klasse hervorgeru-
fen

Decodierung durch
Xx=y-e und (=g 1R (3.43)

Decodiervorschrift realisiert Maximum-Likelihood-Dedierung

Nachteil: Suche nach richtiger Nebenklasse selbst fir einfachekBtates viel zu aufwendig.

Die im Folgenden behandelte Syndromdecodierung stelit gawisse Vereinfachung dar.
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3.5.5 Syndromdecodierung

Ablegen allerg™ K Syndromes, mit jeweiligen Nebenklassenanfuhrern in Tabelle

Nach Empfang vory Berechnung des Syndroras=y-HT'

Suche des Syndroms in Tabelle

Abschlie3end Subtraktion des zum Syndrom gehorendenrkissenanfilhrers vom Empfangswort

Suche nach passendem Syndrom schrankt Suche im Vergleiceizen Nebenklassenzerlegung ein
Beispiel: (7,4)-Hamming-Code

e Es gibt 74 = 23 = 8 Syndrome einschlieRlich dem Nullsyndrom
e Es existieren 2— 2% = 128— 16 = 112 Fehlervektoren
e Wegendnin = 3 nurt = 1 Einzelfehler korrigierbar

— Nebenklassenanfiihrer bestehen aus 7 moglichen Eihlagifieustern

Syndrom| Nebenklassenanfihrer

001 0000001

010 0000010

011 1000000 H_ (1) é i i é 2
100 0000100 110100
101 0100000

110 0010000

111 0001000

3.5.6 Moadifikation linearer Codes

Die Modifikation von Codes dient in der Praxis dazu, den Btocle an die speziellen, fiir eine bestimmte

Anwendung geltenden Randbedingungen anzupassen. Dab&emelsweise die vorgegebene Lange eines
Datenrahmens sein. Fur die Theorie der Codierung spigédse d1odifikationen nur eine untergeordnete Rolle.

Prinzipiell werden folgende Formen der Modifikation untdisden:

1. Expandieren: es werden zusatzliche Prifsymbole angehangt;
n>n K=k R<R; d. >dnin

min =
2. Punktieren: es werden Priifsymbole ausgeblendet;
n<n K=k R>R; d,<dmin

min

3. Verlangern: es werden zusatzliche Infosymbole angehangt;

n>n K>k n-K=n-k R>R; r/mnﬁdmin
4. Verkirzen: es werden Infosymbole ausgeblendet;
n<n K<k n-K=n-k R <R; r/ngdmin
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Beispiel: ExpansionAus einem(n,k)-Code wird durch Anhangen eines zusatzlichen Prifbin
(n+ 1,k)-Code. Die neue Generatormatrix lautet dann

S
G — G ; . (3.44)
Sk-1
Die Beziehungen der Prifsymbole behalten weiterhin ihédtigkeit, d.h. die Fehlerkorrekturfahigkeit des

Codes bleibt unverandert. Mit dem zusatzlichen Prifsgihkann jetzt gleichzeitig noch ein Fehler erkannt
werden. Die zugehorige Prifmatrix hat nun die Form

H = H N (3.45)

1 1)1

3.5.7 Einfache Parity-Check- und Wiederholungscodes

(n,1,n)q-Wiederholungscode Repetition Codg
e Codeworte bestehen aus 1 Informationssymbel up undn— 1 Prifsymbolernp; = up
¢ Informationssymbole wird also— 1 mal wiederholt
e CoderatR: =1/n

e Coderaum besteht aus nur zwei Elementen, namlich dem Bitillsmd dem Einswort

r={0...0,4...1}
—— S~
n n

e Codeworte haben Distamzzueinander (sehr gering im Vergleich zur Coderate)
e Geringe Leistungsfahigkeit aufgrund ihrer einfachenigtrr

e Generatormatrix und Prufmatrix:

1)1
1] 1 0
G=[1]1..1 H=]|: n—1. (3.46)
— 1] o 1
_1 1_

(n,n—1,2)4-Single Parity Check Code(SPC-Code)
e SPC-Codes hangen den Informationssymbolen ein Prifglyamb
e Prifsymbol berechnet sich aus der Quersumme aller Infbsler(im GKQq))

e Minimaldistanz von SPC-Codegiin = 2
— Keine Fehlerkorrektur moglich
— Einzelfehler konnen erkannt werden
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e Generator- und Priufmatrix:

1 1
1 0 1
G= n-1 H=[11...1]] (3.47)
0 1 1 n
L 1 1_

Wie den beiden Gleichungen (3.46) und (3.47) zu entnehnmghkdsnen Parity-Check-Code und Wiederho-
lungscode durch einfaches Vertauschen von PrifmatrixGemkeratormatrix ineinander tberfiihrt werden. Sie
sind daher zueinander duale, also orthogonale Codes.

3.5.8 Hamming-Codes, Simplex-Codes

Hamming-Codes

Hamming-Codes stellen die wahrscheinlich bekanntestedélaer 1-Fehler korrigierenden und 2-Fehler er-
kennenden Codes dar. Sie besitzen die Eigenschaft, dagametimender Blocklangedie CoderatdR. gegen
den Wert 1 strebt.

Definition:
Ein (n, K, dmin)q = (N,n—r,3)q-Hamming-Code der Ordnung r ist durch
r_
n=J !
q—1

definiert. Hamming-Codes sind perfekte Codes, d.h. dietAmlaa darstellbaren Syndrome ent-
spricht exakt der Zahl korrigierbarer Fehlermusteriirden Spezialfall g= 2 ergeben sichi{2" —
1,2" —r —1,3)-Hamming-Codes, es kommen also folgende Kombinatione(®vby, (7,4), (15,11),
(31,26), (63,57), (127,120) ...

Hier stellen die Spalten der Bfmatrix die2" — 1 binaren Worte der Bnge r dar (ohne Nullwort).

Beispiel: (7,4)-Hamming-Code
1 00 0011 011110 0
0100101
G= H=|1 01 1/0 1 0
0010110 110 10 0 1
0 00 1/2 11

Hamming-Codes sind Perfekte Codes
e PrifmatrixH enthalt bis auf Nullsyndrom alle’2k — 1 Syndrome als Spalten

e Somit giltn = 2""%—1, d.h. die Anzahl korrigierbarer Fehlermuster fiz 1 entspricht der Anzahl der
Syndrome minus Eins
e Vergleich der Spalten voH mit dem Nebenklassenanfiihrern (s. Tabelle Syndromdenoul):
— Position des Syndroms H ist gleich der Position des Fehlersyin
— Bei Fehler an der 4. Stelle von(e; = (0001000) lautet Syndrong, = (111)
— g steht in vierter Spalte voH

— Fehlerkorrektur beschrankt sich nach Syndromberechauhuche der entsprechenden Spalte in
Prafmatrix
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e Durch Umsortieren der Spalten I lie3e sich diese Suche vermeiden, Syndrom — als Dezimalzahl
interpretiert — konnte direkt als Adresse fiir fehlerbedtelle dienen;
Man erhalt dann einen aquivalenten Code!

e H hatte dann die Form (nicht mehr systematisch):

0 00 1/1 11
H=|{0 11 0/0 11
1 010|101

Simplex-Codes

Der mit der Prifmatrixd erzeugte duale Code wird é&mplex-Coddoezeichnet. Er zeichnet sich durch die
Eigenschaft aus, dass alle Zeilen vdnund somit auch alle Codeworte das konstante Gewitht Baben
(abgesehen vom Nullwort). Dies geht aus der Tatsache helass die Spalten vdt alle Zahlenkombinationen
von 1 bis 2 — 1 darstellen und somit Einsen und Nullen gleichverteiltsihuRerdem besitzen alle Codeworte
die konstante DistanZ 2! zueinander, was in der Geometrie als Simplex bezeichnet wir

3.6 Zyklische Codes

3.6.1 Definition zyklischer Codes

Zyklische Codes stellen eine Teilmenge der linearen CodesSie enthalten noch mehr zusatzliche algebrai-
sche Struktur, wodurch sie sich kompakt beschreiben lassérsehr einfache schaltungstechnische Realisie-
rung des Decodierers erlauben. Prinzipiell zeichnen skedaidurch aus, dass die zyklische Verschiebung eines
Codewortex der Langen wiederum ein Codewort ergibt.

XoX1 ... %—1] €T = [Xp—1X0 ... X2 € T (3.48)

Gl. (3.48) impliziert auch, dass mehrfache zyklische Meiedmungen ebenfalls gultige Codeworte erzeugen. Ei-
ne elegante Moglichkeit der Beschreibung zyklischer Gadellt die Nutzung von Polynomen dar. Sie kdnnen
einfach aus der Zuordnung

[Xo X1 ... Xn—1] € GF(q)"

7
. (3.49)

x(D) = éO)q-Di € GFRy[D]n-1

GRy[D]: Menge aller Polynome beliebigen Grades, KoeffizientenGi(s))
GRy[D];:  Menge aller Polynome mit maximalem Gredoeffizienten aus G€)

gewonnen werden. Dabei reprasenti2tediglich einen Platzhalter. Bei einemormierten Polynonerfullt der
Koeffizient der htchsten Potenz die Bedingung: = 1. Die zyklische Verschiebung des Codewortagn m
Stellen kann durch eine Multiplikation vo{D) mit D™ und anschlieRender Division moduld' — 1 realisiert
werden.

[Xo X1 ... Xn-1] = Xa-m .- Xn-1%0 -+ Xn-m-1]
!
n-1
x(D) = ij D = Ron_1[D™- x(D)]
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3.6.2 Beschreibung mit Generatorpolynom

Zu einem zyklischer(n,k)-Code existiert genau ei@eneratorpolynom @) vom Gradn — k, mit dem der
gesamte Coderaum erzeugt werden kann. Stdl) das Polynom des Informationswortes dar, so kann tber
die Beziehung

X(D) = u(D) - g(D) (3.50)

das zugehorige Codewort ermittelt werden. Demnach wirdCdeleraum aus allen moglichen Linearkombina-
tionen von zyklisch verschobenen Versionen des Generdyorpms bebildet. Jedes Codewort ist daher durch
g(D) ohne Rest teilbar. Fur ein normiertes Generatorpolyndhggix = 1, so dass es die Form

9(D) =go+G1D + ...+ gnk_1D" K1+ D"
besitzt. Fur beliebiges PolynobiD) vom Grad< n gilt allgemein:
b(D) =u(D)-g(D)+r(D) mit Gradr(D) < Gradg(D) . (3.51)

Das Polynont (D) stellt den Rest der Polynomdivision véiD) mit g(D) dar. Wir verwenden im Folgenden
eine Abklirzung fur Reste von Polynomdivisionen:

r(D) = b(D) modulog(D) = Ryp) [b(D)] (3.52)
Allgemein gilt, dass die Division moduig(D) mit dem Gleichsetzen vog(D) = 0 in b(D) ubereinstimmt. Mit
r(D) = Ryp) [p(D)] = b(d)[g(p)=0 (3.53)
lasst sich dann oftmals die Modulo-Berechnung vereirdach
Der Coderaunt lasst sich mit Hilfe vorg(D) nun folgendermafen beschreiben:

r = {uD)-g(D) | uD) € GFy[Dk 1} (3.54)
= {X(D) € GFq[D]n-1 | Ryp)x(D)] =0} . (3.55)

Bezuglich der Polynomdivision gelten folgende Regeln:

* Ryp)[a(D) +b(D)] = Ry(p) [a(D)] + Ry(p) [b(D)]
* Ryp)[a(D)-b(D)] = Ry(p) [Ryp) [&(D)] - Ry(p) [b(D)]]
* Ryp)[a(D)-g(D)] =0
e Grada(D) < Gradg(D) = Rypp)[a(D)] = a(D)
Ein Generatorpolynorg(D) beschreibt einen Code nicht eindeutig. Bisher wurde rédmmur die Abhangigkeit

zwischeng(D) und der Anzahl der Prufstellen— k (Gradg(D) = n—Kk) betrachtet. Zur eindeutigen Beschrei-
bung des Codes ist jedoch noch eine Beziehung zur Codawnwgethi notig.

Satz: Sei D) ein Generatorpolynom vom Grad-k. FallsT™ zyklisch ist, wird Bp)[D" — 1] = 0 erfilt,
d.h. gD) teilt D" — 1 ohne Rest.

Somit kann ein Generatorpolynom durchaus verschiedenesdueschreiben, da fir mehrere Codewortlangen
n gelten kannRyp [D" — 1] = 0. Die Anzahin— k der Prifstellen, d.h. der Grad vgiD) ist dabei konstant,
die Codewortlanga und somit die Anzahk der Informationsstellen je Codewort allerdings nicht.
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Da zyklische Codes eine Untermenge der linearen Blockcsithels gelten selbstverstandlich alle bisherigen
Aussagen auch hier. So fuhrt z.B. die Addition zweier Caaltgvwiederum zu einem gultigen Codewort. Bei
bekannterm enthaltg(D) alle einen Code bestimmenden Informationen und bescheitstamit vollstandig.

Berechnung der Generatormatrix G ausg(D)

9(D)
90 --- Onk D g(D)
g .- Onk — : (3.56)
% <+ Onk Dk g(D)

Diese Generierung vo@ fihrt nicht automatisch zu einem systematischem Coderdilhgs kann durch ele-
mentare Zeilenoperationen immer die gauldsche Normalfarimleund somit eine systematische Beschreibung
des Codes erreicht werden.

Beispiel: Zyklischer (7,4) Hamming-Code mig(D) = 1+D?+D3, k=4,n=7

D? g(D) 0010110

D3g(D) [0 O O 1|0 1 1

D g(D)+D3g(D) 0100/111

D2 g(D) 0010110

D3g(D) [0 O O 1|0 1 1
g(D)+D?g(D))+D3%g(D) [1 0 0 0[/1 0 1]
D g(D) + D3 g(D) 0100111

D2 g(D) 0010110

D3gdD) [0 O O 1|0 1 1|

3.6.3 Beschreibung mit Prifpolynom

Analog zu Abschnitt 3.5.2 kann auch bei den zyklischen CedeRrufpolynom zur Codeerzeugung verwendet
werden. Zur Erinnerung:

M= {uG lu € GF(q)k} ={x € GRQ)" | xHT =0}

Im Folgenden sej(D) ein Generatorpolynom vom Gragl— k und es giltRyp)[D" — 1] = 0. DasPrifpolynom
h(D) ist dann zu
h(D)-g(D) =D"—-1;  Gradh(D)=k (3.57)

definiert. Mit Hilfe des Prifpolynoms kann nun auch der geisaCoderaum durch

[ ={x(D) € GRy[D]s-1 | Ron_1[X(D)h(D)] = 0} (3.58)
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generiert werden, denn es gilt

x(D)=u(D)g(d) =  x(D) -h(D)=u(D)-g(D) h(D)=u(D)-(D"-1) (3.59)
Aus dem Prifpolynom kann eine Prifmatrix erzeugt wer@a lautet:
h(D)
hk .. ho Dh(D)
H= he ... hg — ) (3.60)
hi ) ho ank;lH(D)

wobeih(D) = D¥h(D~1) das zuh(D) reziproke Polynom reprasentiert. Durch die Multiplikatimit DX enthalt
h(D) nur positive Exponenten.

Der zu einem durcly(D) beschriebenerfn, k)-Code gehdrende duale Cofié wird durch das reziproke
Prufpolynomh(D) generiert. Fur defn,n— k)-Code gilt:

g'(D) = h(D)=Dh(D™Y) (3.61)
h'(D) = D" *g(D ') =g(D) (3.62)

3.6.4 Systematische Codierung mit Schieberegistern tbéas Generatorpolynom

Codierung mit Generatorpolynom

Ein grol3er Vorteil zyklischer Codes besteht unter andenerder einfachen Codierung und Decodierung
mit rliickgekoppelten Schieberegistern. Hierdurch wem@d&wendige Matrixmultiplikationen vermieden. Um
einen systematischen Code zu erhalten, sind allerdings einige Erganzungen erforderlich. Systematische
Codes zeichnen sich dadurch aus, dass ein Codevsth in zwei Anteile, namlich den InformationsteilD)

und den Prifteip(D) zerlegen lasst.

X=[Po ... Prk-1Uo ... Uk1] = X(D) = p(D) + D" - u(D) (3.63)

Das Prifpolynonp(D) mit Gradp(D) < n—k ist dann derart zu wahlen, dag®) sich ohne Rest durof(D)
dividieren lasst. Wir erhalten

Ryo)X(D)] = Ryp) [P(D)+D"*-u(D)| = Ryp)[P(D)] + Ry |D"*-u(D)| £ 0
= p(D) = Ryp) |~D"*-u(D)] (3.64)

Die Division modulog(D) ist gleichbedeutend mit Substitution v@f X durch—z{‘:‘(')“lgi D', weil fiir ein

normiertes Generatorpolynorg,(x = 1) gilt:

n—k )
XD) = u(D)-g(D)=u(D)- 3 gD

= u(D)-D"k+u(D) .n_i 1gi D' = u(D)-D"*+ Ryp {—D”*" : u(D)]

n—k—1
— Ryp) [D"*uD)| = —u(D)- ; gD' (3.65)
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Realisierung mit Schieberegistern

Um zu zeigen, dass das in Bild 3.4 dargestellte riickgeltmBehieberegister tatsachlich auch die Generierung
der Prifstellen leistet, ist das PrufpolyngitD) nach dem bekannten Horner-Schema zu zerlegen. Es gilt:

D”*k-u(D):D”*k-u0+D(D”*k-ul+D<D”*k-u2+... ) )

Mit der AbkiirzungR = Ry p) lautetp(D) dann

p(D)=R|-uD"*+D-R|-uD"*+ ... +D-R —uk,gD”‘k+D-R[—uk,1D”‘k}

—_— ——
r(D)

r2(D)

r(k-1)(D)

r0(D)
Fur Teilpolynomer ) (D) gilt

rOD) = 0
r(D) = R[—uk,iD”*kJrD-r(‘*l)(D)]
(D) = p(D).

(i) _ M i
r'(D) = r:’-D
J; j

= Y 5 DIR[(—uci+rindy) DM
n—k-1 . ) . n—k—1 )
- 3 r}'_ll)-D‘Jr(—uki+r§,'_klll>-<— gj'D‘>
J

= 3 [ e (a0 o,

Vergleich von obiger Gleichung und Bild 3.4 zeigt, dass Roiyer() (D) die Registerinhalte zuriaten Takt

beschreiben, d.ti{” ist Inhalt derj-ten Speicherstelle zuirten Takt

Interpretation von obiger Gleichung:
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T -

Bild 3.4: Allgemeine Schieberegisterrealisierung g(b)

i =1 Informationssymboli_; negieren und in einzelnen Zweigen des Schieberegistensegativen Koeffi-
zienten—g; des Generatorpolynoms multiplizieren (Initialisierung rﬁ:klll =0)
Potenz des Platzhaltesgibt den jeweiligen Zweig des Registers an
In Speicherstelle}l) des Registers stebik_1 - g;

i = 2 Differenz zwischen nachstem Informationssymhbgl, und altem Inhalt den — k-ten Speicherstelle
rY_ bilden
Ergebnis in einzelnen Zweigen mit negativen Koeffizientea @eneratorpolynoms multiplizieren
Addition der Produkte zu alten Registerinhaltx?rj1

i > 2 Vorgang wiederholen bis allelnformationssymbole abgearbeitet

i =k Schieberegister enthalt Koeffizienten des Prifpolyng(i)
Koeffizienten auslesen und dem systematischen Infornsédivoranstellen

Beispiel: (7,4)-Hamming-Codes (s. Bild 3.5)

Der schon bekannte (7,4)-Hamming-Codes lasst sich auckinegm zyklischen Codierer realisieren. Bild 3.5
zeigt die zugehorige Schieberegisterstruktur. Da es lsiehum einen binaren Code (GE) handelt, sind
Addition und Subtraktion identisch, und die Minuszeichénien entfallen.

Y

e

Bild 3.5: Schieberegisterrealisierung fir (z&amming-Code mig(D) = 1+ D + D3

3.6.5 Systematische Codierung tber Prifpolynom

Entsprechend der Beschreibung zyklischer Codes durctrilipétynomh(D) lasst sich auch eine Schiebere-
gisterstruktur angeben, die auD) basiert. Sie ist in ihrer allgemeinen Form in Bild 3.6 datghs Wenn wir
ein Codewortx in der Form

X=[X0X1 -+« Xn—k-1 Xn—k --- Xn—1] (3.66)

n— k Prifstellenk Infostellen
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erzeugen wollen, dann berechnen sichrdiek Prifsymbole entsprechend der Vorschnift-£ n—k—1,...,0)

k-1
Xm = — Z}hi KXm-irk = T (Xme1, -+ Xmik) - (3.67)
i

u X
—e = = = Xntk
L

o ¢

Bild 3.6: Allgemeine Schieberegisterrealisierung imiD)

Beispiel: (7,4)-Hamming-Code(s. Bild 3.7)
Fur den schon oben benutzten (7,4)-Hamming-Code nimm&dhgberegister die in Bild 3.7 gezeigte Form
an. Das Priifpolynom lautet hiafD) = D* +D?+D + 1.

u X
xm+ 1 xm+2 xm+3 x m+4 >
Y \ 4 Y
+

Bild 3.7: Schieberegisterrealisierung fiir (z4amming-Code mih(D) = D*+D?+D +1

3.6.6 Bestimmung des Syndroms

In Abschnitt 3.5 wurde bei der Matrixbeschreibung von Blomites das Syndrosdefiniert (vgl. Gleichung 3.39).
Mit Hilfe von sist die Erkennung und sogar die Korrektur Vdbertragungsfehlern moglich.

Anstelle des Syndromvektors wird bei den zyklischen Codessb genannte Syndrompolyn@iD) = o+
s1D+ ...+ s_k_1D" %1 definiert, so dass auch dieses mit Hilfe eines Schiebeeegisti erzeugen ist.

Allgemein gilt:y = x4 ebzw.y(D) = x(D) + e(D)
Berechnung des Syndroms aus der Division des PolyrygBismodulo dem GeneratorpolynogiD)

Ry(p) Y(D)] = Ry(p) [X(D)] +Ry(p) [&(D)] (3.68)

=0 =s(D)

Bild 3.8 zeigt die zugehdrige Struktur des Schieberegist®as empfangene Woytwird symbolweise, be-
ginnend mity,,_1, in das Register geschoben. Nactfakten enthalten die Speicherelemente des Registers die
Koeffizienten des Syndroms.

Esist zu beachten, dass das Syndrompolys@ nicht notwendigerweise mit dem Syndromvektor Uiberaimsten
muss, da die Prifmatritd nicht eindeutig bestimmt ist.
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Yo

N

S OO O

Bild 3.8: Schieberegisterrealisierung zur Berechnung des Syndroms

3.6.7 Erkennung von Einzel- und Bindelfehlern (CRC-Codes

Voraussetzung:Hard-Decision am Kanalausgang
Bei reiner Fehlererkennung unterscheiden wir zwei Falle:

1. s(D) =0:

e Es liegt kein Fehler vor.
e Der Fehler ist nicht erkennbar (Durch den Fehler ist wiedtegéltiges Codewort entstanden.)

2. s(D) #£0: Es liegt ein Fehler vor.

Die Leistungsfahigkeit eines Codes, Fehler zu erkenri@amgtwwar unmittelbar von dessen Distanzeigenschaf-
ten ab, allerdings hat auch die Struktur der Fehler seltistbeidenden Einfluss. Prinzipiell unterscheiden wir
zwei Arten von Fehlerereignissen: Einzelfehler und Bilietier. Letztere werden charakterisiert durch ihre

Langet und die Anzahl der fehlerhaften Symbole.
Biindelfehler:

Ein Bindelfehler der inge t zeichnet sich dadurch aus, dass t aufeinanderfolg&ytnbole mit
hoher Wahrscheinlichkeit falsch sind. Dies bedeutet al@ttndass nicht auch korrekte Symbole
unter ihnen sein énnen. Somit giltifr das Gewicht des Fehlervektoesbei einem Bindelfehler

der Lange t: wy(e) <t.
Es existieren auch zyklischdiBdelfehler, d.h. ein Fehler am Wortende kann sich am Weatan

fortsetzen.

Fehlererkennung

Jeder zyklischén, k)4-Code erkennt alle Bndelfehler bis zur &nge t < n—k. Von den Bndelfehlern
grol3erer lange erkennt er nur eine Quote von

T far t=n-kt1

Pue: (369)
qg™X fur t'>n—k+2

nicht!

e Gute Eignung zyklischer Codes zur Erkennung von Bindkgfah
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e Codes werden speziell an typische Fehlerstrukturen deal&angepasst

— Zyklische Codes sind sehr leistungsfahig Codes bei degritiing von Biindelfehlern, aber schlecht bei
der Erkennung von Einzelfehlern

e Andere Codes sehr sensitiv gegeniiber biundelartigerur&jén, aber gut bei Einzelfehlern (z.B. Fal-
tungscodes)

Aquivalente Codes

¢ Aquivalente Codes (Vertauschen von Spalten der Generatornbesitzen identische Distanzeigen-
schaften

e Aber: nicht unbedingt gleiche Leistungsfahigkeit bei Betlung von Blindelfehlern
e Grund:

— Zyklische Codes erkennen selbst Biindelfehler, derergé@ndler als die Minimaldistanz ist
— Durch Spaltentausch kann aquivalenter, aber nichtzgfér Code entstehen
— Keine Erkennung langer Bundelfehler mehr

e Bei Einzelfehlern verhalten sich aquivalente Codes nalgentisch.

Definition: CRC-Codes (Cyclic Redundancy Chegk
CRC-Codes sind zyklisctig" — 1,2" —r — 2,4),-Codes, deren Generatorpolynom die Form
9(D) = (1+D)-p(D) (3.70)

besitzt, wobei (D) ein primitives Polynom vom Grad r ist.
Eigenschaften von CRC-Codes:

e Alle Fehlermuster mitvy(e) < 3 werden erkannt.

Alle Fehler mit ungeradem Gewicht werden erkannt.

Alle Bundelfehler bis zur Lange+ 1 werden erkannt.

Von den Biindelfehlern mit einer Lange von- 2 wird nur eine Quote von2 nicht erkannt

Von den Biindelfehlern mit einer Lange vonr + 3 wird nur eine Quote von2'+Y nicht erkannt.

Beispiel: CRC-Code mit 16 Prifbits
Ein CRC-Code mith—k = 16 Prufbits besitzt ein primitives Polynom vom Gragt n—k— 1 = 15 und erkennt
die folgenden Fehlerereignisse

e 100 % aller Buindelfehler der Lange 16,

e 99,9969 % der Bundelfehler der Lange 17,

e 99,9985 % der Bundelfehlern mit einer Langel 8.
Somit sind CRC-Codes pradestiniert fur die Erkennung Béindelfehlern. Die durch das Generatorpolynom
erzeugten Prifbit werden in der Literatur auch haufig-edsne Check Sequen@eCS) bezeichnet. Anwendung

finden CRC-Codes beispielsweise in den Mobilfunknetzerh rmn GSM-Standard, auf die im Laufe der
Vorlesung noch genauer eingegangen wird.
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3.6.8 Korrektur von Einzel- und Bundelfehlern (Fire-Codes)
e Korrektur von Bundelfehlern erfordert, dass jedes zuig@rende Fehlermuster eindeutig einem Syn-
drom zugeordnet ist

e D.h. fUr zwei beliebige Codeworteundx’ und zwei beliebige Fehlervektorerund€ gilt stets
X+e£X +¢€

e Ein Empfangswort darf nie in mehrfacher Weise gus x + e hervorgehen
e Entwurf zyklischer Blockcodes:

— Anstelle der Maximierung der Minimaldistanz vielmehr Emnkeng bestimmter Fehlermuster wich-
tig

— Bei Nebenklassenzerlegung nicht Fehlerworte mit minimaBewicht Anfuhrer der Nebenklassen,
sondern die Fehlerworte mit typischen Biundelfehlernmaste

— Automatisch Korrektur von Biindelfehlern

Reiger-Schranke
Soll ein zyklischer CodeiBidelfehler bis zur &nge t korrigieren, so muss gelten:

n—k

t<| 5 | oder 2t<n-—Kk. (3.71)

Diese Forderung ist gleichbedeutend mit der Aussage, dassndahl der Syndromeg{—¥ darstellbare Feh-
lermuster) groRer gleich der Anzahl zu korrigierenderl&mhuster sein muss. Letztere lautet

t
Z) <n> (q—1)" <t Einzelfehler
L= =V (3.72)

1+n(g—1)g~t zykl. Bundelfehler, Lange< t

Ein klassisches Beispiel fiur sehr gute Korrektureigeafien von Biindelfehlern sind die Fire-Codes. Sie lassen
sich analytisch konstruieren, wodurch eine aufwendigeh8entfallt.

Definition Fire-Codes

Ist p(D) ein primitives Polynom vom Grad m unettm eine Zahl, so dass®> ! — 1 kein Vielfaches
von pD) ist, so stellt
g(D) = (D*"*~1)-p(D) (3.73)

das Generatorpolynom dés, k)q-Fire-Codes dar, wobei &= (2t — 1)(q™ — 1) gilt. Der Fire-Code
korrigiert Bundelfehler bis zur &nge t.

3.6.9 Algebraische und nicht-algebraische Decodierung

Die Decodierung zyklischer Codes lauft prinzipiell imnmarch dem gleichen Schema ab.

1. Berechnung des Syndrors®) = Ryp)[y(D)] mit Hilfe von riickgekoppelten Schieberegistern

3.6. ZYKLISCHE CODES 64



Kanalcodierung | Universitat Bremen
Dr.-Ing. Volker Kiihn, Dr.-Ing. Dirk Wilbben Fachbereich 1, ANT

2. Bestimmung des Fehlermuste(®) aus dem Syndrors(D). Dieser Teil ist am aufwandigsten und lasst
sich in einer trivialsten Form durch das Speichern alleglttien Syndrome und der dazugehorigen
Fehlermuster realisieren. Dies erfordert aber einen eaor8peicherbedarf und ist daher nur fur die
einfachsten Codes realisierbar.

3. Fehlerkorrektur durck(D) =y(D) —¢(D).

Der zweite Punkt ist unter Umstanden fur zyklische Co@ds sinfach ohne Tabelle zu [6sen. So ermoglichen
die im nachsten Abschnitt beschriebenen Reed-Solomod-BH-Codes eine sehr effiziente, wenn auch

mathematisch anspruchsvolle Decodierung.

Algebraische Decodierung
¢ In der Regel mathematisch sehr anspruchsvolle Verfahren

e BeiVerwendung von BMD anstelle von MLD ergeben sich draktis\Vereinfachungen (s. Reed- Solomon-
Codes, BCH-Codes)

Nicht-algebraische Decodierung
e Bestimmung des Syndroms unter Ausnutzung der Codestarktur
e Anschauliche Bestimmung des Fehlervektors aus dem Syndrom

e Bekannte Verfahren: Permutationsdecodierer, MeggiteDecer, Majoritatsdecodierer, Schwellwertde-
codierer, u.a.

e Aufwand steigt mit der Anzahl zu korrigierender Fehler stz

Prinzipielle Vorgehensweise:

¢ Durch zyklische Verschiebung endet jedes Fehlermusteddsdidchsten Poteriz™1
e Beileng solcher Fehlermuster nligng Fehlermuster abspeichern

— Enorme Einsparung an Speicherbedarf
e lterative Berechnung des Syndroms aus den zyklisch vebostiem Empfangsworten:

— Bestimmung des Syndroms vom EmpfangswoR)
— Istdieses nicht in der Liste vdny,g Syndromen enthalteg(D) um eine Stelle zyklisch verschieben
— Syndrom vorRpn_1[Dy(D)] berechnet

— Prozedur solange wiederholen, bis entweder passendesoBymgfunden und Fehler korrigiert
odern-te Verschiebung erreicht

Im letzten Fall kein erkennbares Fehlermuster

3.7 Reed-Solomon- und BCH-Codes

3.7.1 Einfihrung

Bei der Konstruktion der bisher vorgestellten Codes kann badingt eine bestimmte Korrekturfahigkeit,
d.h. ein bestimmtes Distanzspektrum, vorgegeben werdes.if aber fir die Entwicklung eines leistungsfahigen
Kanalcodes wiinschenswert. Die in diesem Abschnitt bedmdmen Reed-Solomon- und BCH-Codes wurden
ca. im Jahr 1960 entwickelt. Sie besitzen gegeniiber dérebisehandelten Verfahren eine ganze Reihe von
Vorteilen, von denen hier die wichtigsten aufgezahlt veardollen.
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e Es existiert eine analytisch geschlossene Konstruktmnsstrift.

e Bei der Konstruktion kann die Minimaldistanz und somit adod Korrekturfahigkeit vorgegeben wer-
den, bei den RS-Codes sogar das gesamte Gewichtsspektrum.

e Reed-Solomon (RS)-Codes sind MDS-Codes, d.h. die Gleictbe Singleton-Schranke ist erfillt und
die tatsachliche Mindestdistanz ist somit gleich der Emfadistanz

e Beide Codefamilien sind fur nicht zu grof3e Blocklangesehr leistungsfahig.
e Esist eine gute Anpassung an den Kanal moglich:

— RS-Codes eignen sich hervorragend zur Korrektur von Bietdern.
— Binare BCH-Codes eignen sich besser zur Korrektur vondfiialern.

e Fir beide Codefamilien ist eine effiziente Decodierunghrdam BMD-Prinzip moglich.

e AuRerdem erlauben die Decodieralgorithmen eine einfaclemitzung von Ausfallinformation, d.h. die
einfachste Form voSoftinformation (s. BSEC).

Da sich sowohl RS- als auch BCH-Codes sehr anschaulich imkiBdbereich’ beschreiben lassen, soll im
Folgenden die Spektraltransformation vorgestellt werden

3.7.2 Spektraltransformation auf Galoisfeldern

Die Spektraltransformation auf Galoisfeldern ist aglewa zur Fouriertransformation komplexer Signale. Sie
ist weder bei der Codierung noch bei der Decodierung exmizszufiihren sondern dient lediglich der an-
schaulichen Beschreibung der Codes.

Definition:
Gegeben seien zwei Polynome mit Koeffizienten ausp®F

n—-1
a(D) = ‘;a;-Di < (ag, ar, ... an_1)

n-1 )
ADD) = _;Ai-D' < (Ao, A, ... Anl1)

Dann gilt fur die spektrale Hin- und Ricktransformatidm p = 2:
A(D)=DFT (a(D)) — A=a(z')=Ya-z"¥ (3.74)

u:
a(D) =IDFT (A(D)) — a :A(z') = ZAH'Z'“ (3.75)
u:
Wichtig: Korrespondenz zwischen Vektoren und Polynomen

e z ' ist Nullstelle vona(D) <« i-te Komponente vor ist Null (A = 0)

e Z ist Nullstelle vonA(D) <= i-te Komponente voa ist Null (g = 0)
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Zyklische Faltung: geht tber in komponentenweise Multiplikation
¢(D) = Rom-ifa(D)-b(D)] <= Ci=-A-B (3.76)
C(D) = Ron-1[A(D)-B(D)] «— ci=a-b (3.77)

Zyklische Verschiebung umb Stellen:
¢(D) = Rona [Db'a(D)] = C=z"A (3.78)

C(D) = RDn_l[Db.A(D)} s =24 (3.79)

3.7.3 Definition von Reed-Solomon-Codes

Das Ziel bei der Konstruktion von Codes ist es, fur eine ggabene Blocklangeund eine bestimmte Coderate
R. = k/n einen Codd™ zu finden, der z.Bt Fehler korrigieren kann. Dazu muBseine Mindestdistanz von
dmin = 2t + 1 besitzen. Um den Weg zur Konstruktion eines solchen Cagdesranschaulichen, betrachten wir
ein Polynom

X(D) = Xg+XiD+...4 X1DK? (3.80)

vom Grad< k— 1 mit KoeffizientenX; € GF(q) = GF(p™). Aus der Algebra wissen wir, da¥§D) maximal
k— 1 Nullstellen haben kann (Faktorisierung). Wir nehmen nuverschiedene Elementg, ..., z,_1 € GFQ)
ungleich Null und bilden ein Codewaxtder Langen durch

X=[X0X1 ... Xn—1] mit X =X(z) . (3.81)

Dann hax mindestens das Gewich;(x) > d = n—k+ 1. Diese Behauptung lasst sich einfach beweis¢D)
hat maximalk — 1 Nullstellen, dann besitzt(D) nach Abschnitt 3.7.2 maximal ebenso viele Koeffizienten
gleich Null. Dax(D) aber insgesamt amKoeffizienten besteht, mussen zwangslaofig(k— 1) Koeffizienten
ungleich Null sein, womit die Behauptung bewiesen ist.

Bilden wir nun einen Cod€, in dem wir alleg® = p™ PolynomeX (D) und Gl. (3.81) verwenden, so besitzt
I aufgrund seiner Linearitat die Mindestdistathg, = n— k+ 1. Wir haben somit eine Moglichkeit gefunden,
Codes mit bestimmten Mindestdistanzen zu entwerfen.

Definition RS-Code

Gegeben sei ein ElementzGF(q) der Ordnung n, d.h. n ist die kleinste Zahl mit=z 1. Ein

(n, Kk, dmin)-Reed-Solomon-Codeist definiert als die Menge aller PolynoméX) mitgradX (D) <

k—1und X € GF(q). Die Codewortex € I werden durch die Beziehung= X(Z) gebildet. Die
Mindestdistanz des Codes kit dnin = n—k+ 1.

In der Regel ist ein primitives Element von GJg) und hat damit die Ordnung=q— 1= p™— 1. RS-Codes
besitzen dann folgende Parameter:

e Codewortlangen = p™ — 1 — die Wahl des GF bestimmt die Codewortlange!
e Dimension des Codes betrdgt = g = p™ mitk= p™ —dyin ~ (folgt ausd = n—k+ 1= p™—k)

m__ .
o CoderateR; = & = —ppmf"f"

Aus der Beziehung" = 1 folgt sofortZ" — 1 = 0. Damit erfiillen alle Potenzen vardie GleichungD" — 1 =0.

Da dien Potenzen voi alle verschieden voneinander sind, gilt

n—-1

D”—l:_rL(D—zi) (3.82)
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Generator- und Prifpolynom fir RS-Codes
Bekanntlich gilt fur zyklische Codes

x(D) =u(D)-g(D) mit gradg(D) <n-—k.

Die Spektraltransformation bzgl(D) liefert unsX(D), das laut Definition der RS-Codes nur den Gkad1
besitzt. Damit miissen die Ubrigen- k Koeffizienten Null sein, d.h. es gilt

X;=0 fur k<i<n-—1. (3.83)

RS-Codes zeichnen sich also dadurch aus, das die CodemdBesktralbereicin — k = d — 1 aufeinanderfol-
gende Nullstellen besitzen, welcRaritatsfrequenzengenannt werden. Fur den Originalbereich gilt wegen
der BeziehungG = x(z '), dassn— k aufeinanderfolgende Potenzen wNullstellen des PolynomgD) sind.

Xz =...=xz"Y)=0 (3.84)

Da Gl. (3.84) fur alle Codewortpolynomé&D) unabhangig von(D) gelten muss, muss das Generatorpolynom
g(D) Gl. (3.84) erfullen. Somit lasst es sichnn- k Terme faktorisieren

n-1 _ n-1 _ n—k .
g(D) = I_L(D—z"): rL(D—z"-z”) = _rl(D—z') (3.85)
Fur das Prifpolynom folgt mig(D)h(D) = D" — 1 und GlI. (3.82)
k—1 k-1 _ n :
h(D) = rL(D—z*') = rL(D—z*'-z”) = I_L (D-2). (3.86)
i= i= i=n—k+1

Verallgemeinerung der Definition:

Die Nullstellen des GeneratorpolynonggD) bzw. die Nullsymbole vonX(D) mussen nicht an den oben
erlauterten Stellen liegen, sondern konnen an beliebiRysitionen auftreten, solange sie zusammenhangend
bleiben (siehe [Fri96]). Der Coderaumkann dann wie folgt definiert werden.

= {x(D) | X(D) = Ron_1 | D"+ B(D)]} mit GradB(D) < k— 1 (3.87)

e Interpretation: X, = X/11=...=Xp4dq_2=0bzw.z"!, z(+D 7z (+d-2) gind Nullstellen des Po-
lynomsx(D)

e Parametef beschreibt Lage der ersten vor- k aufeinanderfolgenden Nullstellen
(fur Distanzeigenschaften der RS-Codes eher von untetgeter Bedeutung)

—¢=1: T={xD)|xzY)=x(z2) =Xz @ V)=0}, X1 =Xp=...=Xg_1=0
—{=k: T={x(D)| gradX(D) <k—1}

Reed-Solomon-Codes gehoren zu den wenigen Codes, dargidtte Gewichtsverteilung geschlossen ange-
geben werden kann. Es gilt

Ad= @ - 1>d§:"<—1>j (d ; 1) qf-cin=) (3.89)

RS-Codes sind MDS-Codes— Entwurfsdistana ist gleich der Minimaldistand,;,. Es gilt der Zusammen-
hang
Onin=d=n—k+1=p"—k. (3.89)
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3.7.4 Beispiele fur RS-Codes

Wir wollen im Folgenden RS-Codes uber dem ErweiterungskdGR8) mit p = 2 undm = 3 betrachten.
Damit betragt die Codewortlange= q— 1 = 23 — 1 = 7 Symbole, die jeweils = 8 Werte annehmen kdnnen.
Fur den Erweiterungskorper G& existieren zwei primitive Polynome, von denen wir das Poigrp(D) =
D3+ D+ 1 verwenden wollen. Damit gilt fir das primitive Elementlie Nebenbedingung® = z+ 1 und
folgende Zusammenhange:

4 = = z

2 = = Z

2 = z+1 = z+1

7 = Z2+z = 24z (3.90)
? = P47 = z+1+7 = Z4z+1

2 = 2478 = ZP4z+z+1 = Z2+1

7 = P+72 = Z4z+1+72+4z = 1=2

Die Elemente im obigen Erweiterungskorper lauten entspred
GF(8)={0,1,21+2 2 1+2, 2+ 2, 1+2+ 7} ={0,1,2 2,2, 2, 2, 2} , (3.91)

stellen also alle Polynome vom maximalen Grad- 1 = 2 dar und kdnnen auch als Tripel bestehend aus 3
Binarstellen beschrieben werden.

Beispiel 1

Es soll fir den obigen Erweiterungskorper ein Reed-Solo@ode konstruiert werden, dee 1 Fehler korri-
gieren kann. Daraus ergeben sich folgende Codeparameter:

e Die Mindestdistanz des RS-Codes betrégt = 3 (wegent = 1 unddmyj, = 2t + 1)
e Lange des Codesi=p"—1=22-1=7
e Dimension des Codek:=p"—d=23—-3=5
— CoderateR; = ¥ = 2~ 0.714
e Wir erhalten einen (7,5,3)Code mit 8 = 32768 Codeworten
e Zwei beliebige Codeworte unterscheiden sich um mindegeéhanmbole
o Bei binarer Reprasentation der 3-Bit-Codesymbole esjih (21,15,3)-Code

e Minimaldistanz bleibt bei dieser Betrachtung unverahdia zwei 3-Bit-Symbole auch dann schon ver-
schieden sind, wenn sie sich nur durch 1 Bit unterscheiden

o Nullstellen des Generatorpolynoms besitden 1 = 2 aufeinanderfolgende Exponenten:

gD)=(D-Z)-(D-Z)=D*+(z+Z)D+Z2=D?+2D+2
#

e Prifpolynom:
hiD)=(D-2)-(D-2"-(D-2)-(D-2)-(D-Z') =D°+ZD*+ D3+ 2D?>+ 2D+ 7

Beispiel 2 fir RS-Codes:

Mit dem gleichen Erweiterungskorper sollen rtug 2 Fehler korrigiert werders dmin = 5. Hieraus ergeben
sich die Codeparameter:
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e Lange des Codesi=2°—1=7

e Dimension des Codek:=2"—d=23—-5=3
— Der Code besteht awg = (23)2 = 512 Codeworten

— CoderateR; = ¥ = 3 ~0.429
o Nullstellen des Generatorpolynoms besitden 1 = 4 aufeinanderfolgende Exponenten:
gD)=(D-2) (D-2)-(D-2)-(D-7)=D*+2D*+D?+2zD+7

e Prifpolynom:
h(D)=(D—-2)-(D-2)-(D-7Z)=D3+2D?*+2D+7

3.7.5 Definition von BCH-Codes

Der grol3e Unterschied zwischen den im letzten Abschnitabeblten RS-Codes und den Bose-Chaudhuri-
Hocquenghem- (BCH)-Codes besteht darin, dass RS-CodesRedgjel als nicht-binare Codes mit GF(p™)
eingesetzt werden, wahrend fur BCH-Codes normalerweiseéGF(p) gilt. Trotzdem sei darauf hingewiesen,
dass BCH-Codes durchaus auch nicht-binar sein konnerR$:€odes wiederum auch im G¥) definiert
sind. Wir wollen im Folgenden allerdings den Spezialfal= 2 betrachten, fir den BCH-Codes rein binare
Codes sind. Zuvor sind jedoch noch #igeisteilungsklassemu definieren.

Definition Kreisteilungsklassen &plitting Fields)

Die Zahlenmeng€O, 1, ..., n— 1} kann in disjunkte Teilmengen aufgeteilt werden, sogemannt
Kreisteilungsklassen. Es gilif n = g’ — 1 mit q= p™

Ki={i-¢g'modn, j=0,1,...,/— 1}, (3.92)

wobei i das kleinste Element in kt.

Die KreisteilungsklasseHK; haben folgende Eigenschaften:

o |Ki| </ maximal/ Elemente je Klasse

e KiNKj4 =0 also ist kein Element in mehreren Klassen

o Ko={0}

e UiKi={0,1,...,n—1} die Vereinigung aller Klassen enthalt alle Elemente Qn—1

Fur die Konstruktion von BCH-Codes ist eine weitere weggrd Eigenschaft der Kreisteilungsklassen von
Interesse. Verwendet man die Elemente ¥grals Exponenten eines primitiven Elemeats GF(p™) und
setzt dieZ in die faktorisierte Form eines Polynoms(D) ein, so besitzt das Polynom nur Koeffizienten im
Galoisfeld GKp) und ist zudem irreduzibel bzgl. Gp).

Beispielp=2,m=1 — q=2'=2/=3 — n=2-1=7
Die Kreisteilungsklassen lauten:

Ko = {0}
Ki = {124}
Ks — {35,6}.
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Wir kdnnen mit den Klassel; undKs; zwei Polynomem; (D) undmg(D) bilden, deren Koeffizienten in GE)
liegen und irreduzibel sind. Es qilt:

my(D) = (D—z)(D—zz)(D—z“):(D2+(ar/é)D+23)(D—z4):D3+D+1
Vil
mg(D) = (D-2)(D-2)(D-2)=(D?+(Z+2)D+2(D-2)=D3+D?*+1.

72

Vergleich: Konjugiert Komplexe Zahlen

Gegeben sind die beiden komplexen Zaldamda*. Dann enthalt das Polynom
(D—a)(D—a*)=D?—aD—a'D+aa’ = D?— 2Re{a}D + |al? (3.93)

ausschlieBlich reelle Koeffizienten!

Definition von primitiven BCH-Codes:

Es seien Kdie Kreisteilungsklasseriif n = p’ — 1 und z das primitive Element des Erweite-
rungslkorpers GF(p™). Ferner stellta/ = |J; K; die Vereinigungsmenge beliebig vieler Kreistei-
lungsklassen dar. Dann wird ein BCH-Code der primitivendRlange n durch das Generatorpo-
lynom

g(D) = [](D-2") =[]m(D) (3.94)

vem I

beschrieben, wobei der Indexiber die anM beteiligten Kreisteilungsklasseadft. Durch die
Wahl vonv € M wird g; € GF(p) gewahrleistet. Die Entwurfsdistanz d wird erreicht, wenna-d
aufeinanderfolgende Zahlen # enthalten sind. Br die tats@ichliche Mindestdistanz gi&>d >
n—k+ 1. Der Code hat die Dimensigit| = 2 mit k=n— |9/|.

Aufgrund der Forderung naath— 1 aufeinanderfolgenden Elementendi enthaltl” alle Codewortex, fiir
die die Nullstellen des PolynomgD) genaud — 1 aufeinanderfolgende Potenzen des primitiven Elementes
darstellen.

= {x(D) € GFyD] | X(Z) =x(Z 1) = .. x(Z19°2) = o} (3.95)

Dabei beeinflusst die Lage der Nullstellen im Gegensatz ruRI8-Codes sehr wohl die Minimaldistanz.
Entsprechend gilt im Frequenzbereich, d&$B) an mindestend — 1 zyklisch aufeinanderfolgenden Stellen
Nullkoeffizienten K, = 0) besitzt.

M= {X(D) | X(D) o—e X(D),Xn,| =...= andfl+2 = O,Xgi = XIZ} (396)
Die BedingungXy = X2 garantiert, dass fiir die Koeffiziententatsachlichx, € GF(p) gilt. Allgemein gilt:

e Wahl der Vereinigung beliebig vieler Kreisteilungsklasdeeinflusst die Dimension des Codes und da-
mit die Coderate (groRere Flexibilitat im Vergleich zu-R8des)

e BCH-Codes sind nicht zwingend MDS-Codes, d.h. tatsdeblidinimaldistanz kann wesentlich grol3er
als Entwurfsdistanz sein

Onin>d — k<n—dmn+1<n-d+1

e Minimaldistanz grofRer als Entwurfsdistanz kann bei Démaohg nach BMD nicht ausgenutzt werden
(andere Decodierverfahren zu aufwendig)

e Bei Vorgabe vord nicht automatisclk, R; unddqmin bekannt (sie miissen noch berechnet werden)
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e Es gibt auchnicht primitive BCH-Codes, fiir dien < 2' — 1 gilt. Bekanntes Beispiel ist dg¢@3, 12)-
Golay-Code

Beispiel:p=2,n=7, Entwurfsdistand =3 — t =1 Fehler korrigierbar

KreisteilungsklasseK; siehe letztes Beispiel
Es missen — 1 = 2 aufeinanderfolgende Zahlen ¥ enthalten sein

m(D) = (D—2(D-2)(D-2") = (D?+zD+ZD+Z)(D+72)
2D
= D3+Z2D+2D+2ZD+2z2D+1=D3+D+1 — mycGR2)

mg(D) = (D-2)(D-2)(D-2°) = (D*+2D+2D+2)(D+2)
22D
= D®+7D?+zD+2D?+2zD+1=D%+D?+1 — mgjeGF?2)

k=n-3=4 = 2% = 16 Codeworte mit einer CoderdRg = 4/7
Wir erhalten einen zyklischefv, 4, 3),-Hamming-Code.

3.7.6 Vergleich von RS- und BCH-Codes

BCH- und RS-Codes konnen ineinander uberfuhrt werdehatellen daher Spezialfalle der jeweils anderen
Codefamilie dar. Beispielsweise entstehen aus RS-Codes diie Beschrankung; € GF(2) BCH-Codes,
d.h. sie sind eine binare Teilmenge aller RS-Codes undidblgilt

BCH RS
dmin > dmin =d.

Andererseits konnen BCH-Codes auch auf Korpern der FoRip®) gebildet werden. Sie eignen sich dann
besonders gut zur Korrektur von Biundelfehlern bis zu eiréearge vonm und besitzen die primitive Lange
n= p™ — 1. Dann enthalten diese BCH-Codes fii= 1 als Spezialfall die RS-Codes. Allerdings finden in
der Praxis fast ausschliefZlich binare BCH-Codes Verwegdierner kann gezeigt werden, dass alle 1-Fehler-
korrigierenden BCH-Codes zyklische Hamming-Codes sind.

Wir wollen nun anhand eines Beispiels die Korrekturfakiggkon RS-Codes und binaren BCH-Codes erlautern.
(15,11,5)6-RS-Code
e Code kann aufgrund vod,i, = d = 5 immer 2 fehlerhafte Codesymbole korrigieren
e Binare Betrachtung: Jedes Codesymbol besteht aus 4 Bit
— Es kdnnen Bundelfehler bis zur maximalen Lahge8 korrigiert werden

e Beispiel:
= ---0000111111110000-- Kkorrigierbar
---0001111110000000-- nicht korrigierbar
= ---0001001010000000-- nicht korrigierbar

— Erste Zeile zeigt einen Bundelfehler der Lange 8
— Insgesamt sind nurwei 4-Bit-Codesymbole betroffer— Fehler korrigierbar
— Zweite Zeile illustriert Bundelfehler mit 6 Bitfehlerrb@ér insgesam3 Symbole
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— Wegendnin = 5 kann Fehler nicht korrigiert werden (trotz weniger Eifelelern)
— Letzte Zeile: 3 Symbole durch 3 Bitfehler verfalseht> nicht-korrigierbarer Fehler

— Beispiel verdeutlicht spezielle Eignung von RS-Codes aunréktur von Biindelfehlern (Bei Biindelfehlern
mehr einzelne Binarstellen korrigierbar als bei vonett@runabhangigen Einzelfehlern)

e Keine Eignung zur Korrektur von statistisch unabhangigerzelfehlern

(63,45,7)-BCH-Code
e BCH-Code besitzt ungefahr vergleichbare Wortlangsd CoderatdR.

e Eignung zur Korrektur von Einzelfehlern, da weghi, = 7 immer 3 Einzelfehler korrigierbar
(Dies schafft der obige RS-Code nicht)

Fazit:
e RS-Codes besser zur Korrektur von Biindelfehlern geeignet
e Binare BCH-Codes bei Einzelfehlern zu bevorzugen

— Wabhl eines konkreten Codierungsverfahrens abhangig ebfefeigenschaften détbertragungskanals

Wortl &ngen, Anzahl Infobit k und Anzahl korrigierbarer Fehler t fir die wichtigsten BCH-Codes

Tabelle 3.3 zeigt fur die wichtigsten BCH-Codes die zugalén Parameten, k undt. Dabei ist zu beach-
ten, dass die BCH-Codes unter Umstanden mehr Fehler l@aig konnten, als durch die Entwurfsdistanz
vorgegeben. Allerdings kann dies bei der BMD-Decodieruistrausgenutzt werden.

Leistungsfahigkeit von BCH-Codes

Bilder 3.9 zeigt Bitfehlerkurven fur verschiedene BCHdes der Lange = 255 Uber dem Signal-Rausch-
AbstandEy, /Ny aufgetragen (AWGN-Kanal). Es ist ersichtlich, dass zhsamit abnehmender Coderdedie
Bitfehlerrate stetig abnimmt (oder der fir eine bestimiiehlerrate erforderliche Signal-Rausch-Abstand
wird Kleiner), was auf eine wachsende Mindestdistanz unditdauch eine steigende Korrekturfahigkeit
zurickzufuhren ist. Al > 25 geht die Leistungsfahigkeit aber wieder zuriick, walsdas asymptotisch
schlechte Verhalten von BCH-Codes zuruickzufuhren isér ist zu beachten, dass UbEg/Ny, und nicht
UberEs/Np aufgetragen wurde. Zwar lassen sich bei wachsertdemmer mehr Fehler korrigieren, fiir> 25
sinkt die Coderatd; allerdings schneller als die Entwurfsdistathzind somit auch steigt @symptotisch
schlech). DaR; in das MalE, /Ny eingeht, erklart sich das beobachtete Verhalten. DigébrBilder 3.10
bis 3.12 zeigen die Bitfehlerkurven fur jeweils konsta@deraten und unterschiedliche Blocklangetier
wird die erwarteteVerbesserung bei wachsender Blocklange deutlich.
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n k n k n k n k t
7 4 1127 85 6|25 123 19| 511 403 12

78 7 115 21 394 13
15 11 1 71 9 107 22 385 14
7 2 64 10 99 23 . .
5 3 57 11 91 25 259 30
50 13 87 26 . .
31 26 1 43 14 79 27 130 55
21 2 36 15 71 29
16 3 29 21 63 30 . .
11 5 22 23 55 31| 1023 1013 1
6 7 15 27 47 42 1003 2
8 31 45 43 993 3
63 57 1 37 45 983 4
51 2255 247 1 29 47 973 5
45 3 239 2 21 55 963 6
39 4 231 3 13 59 953 7
36 5 223 4 9 63 943 8
30 6 215 5 933 9
24 7 207 6| 511 502 1 923 10
18 10 199 7 493 2 913 11
16 11 191 8 484 3 903 12
10 13 187 9 475 4 . .
7 15 179 10 466 5 768 26
171 11 457 6 . .
127 120 1 163 12 448 7 513 57
113 2 155 13 439 8 . .
106 3 147 14 430 9 258 106
9 4 139 15 421 10
92 5 131 18 412 11

Tabelle 3.3:Beispiele fiir Parameter von BCH-Codes

T T T T

= = = uncoded

10 R =0.97,t= 1 ﬂ
10—2 R, =0.94,t= 2|]
3 R, =087,t= 43
10 R,=0.75,t= 8|3
-4 _ _ ]
10 N R =051, t= 18gi
10_5 LTS | —=— R =0.36,t=25
o ] e R_ =018, t=42]]
10 R _=0.08, t= 553
c 3
_7 N
10 N E
~ 1
-8 . i
10 )
-9 \
10 " \\d
-10 \
10 Il Il Il Il
4 6 8 10 12

Ep/Np in dB —
Bild 3.9: Bitfehlerkurven fur BCH-Codes der Lange= 255
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= = = yncoded
(7, 4), t=1 |3
(15, 7), t= 2
(31,16), t= 3 [3
(63,30), t=6
(127, 64), t=10(3
—&— (255, 131), t=19|]
(511, 259), t=30

(1023, 513), t=57{]

Ep/No in dB —
Bild 3.10: Bitfehlerkurven fur BCH-Codes der Coder&e= 1/2

10 ;
-1 = = =uncoded
10 —(31,6), t= 7 [
107 [ - ——(63,16), t= 11 |
-3 (127,29), t= 21
10 " ¢ —— (255, 63), t= 30 |
1074 [ (511, 130), t= 55 |]
5 —s=— (1023, 258), t= 106
10 " ¢ S
-6
10 " ¢
-7
10 ¢
10° |
10° |
10—10 ; ‘

Eb/No indB —
Bild 3.11: Bitfehlerkurven fir BCH-Codes der Coder&e= 1/4

3.7.7 Decodierung von BCH- und RS-Codes

Auch fur die beiden sehr wichtigen Codefamilien, die BCHeduwlie RS-Codes, ist eine optimale Maximum-
Likelihood-Decodierung viel zu aufwendig, um in der PraMimgesetzt zu werden. Allerdings kdnnen mit
der einfacheren begrenzten Minimaldistanz-DecodieriBig) sehr effiziente Algorithmen entwickelt wer-
den, die auf anspruchsvollen algebraischen Verfahremrifgasund stets eine Hard-Decision am Kanalausgang
voraussetzen. In Sonderfallen kann auch eine sehr emfiolhm der Soft-Decision, die Ausfallinformation
(vgl. BSEC-Kanal) ausgenutzt werden. Den Ausgangspulit @ rfahren bildet somit die folgende Darstel-
lung des Empfangsvektors

y=x+e o—e Y=X+E (3.97)

\oraussetzung:
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10° ‘
-1 = = =uncoded
10 —(31,21), t=2 |
10°° ——(63,45), t=3 |]
-3 (127,99), t=4
10 "¢ <~ —— (255, 191), t=8 |3
10} I (511, 385), t= 14|]
- S { —=—(1023, 768), t= 26
10 " S ]
10° | . ]
-7 \\
10 ¢ . ]
— A
10° ¢ S
10_9 E \\ u
-10 \ﬁ
10 ‘ i
4 6 8 10 12
Ep/No in dB —

Bild 3.12: Bitfehlerkurven fur BCH-Codes der Coder&e= 3/4

Symbole vorx unde bei RS-Codes stetgstufig

Symbole vorx unde bei BCH-Codeg-stufig

Symbole vonX und E immer g-stufig

Entwurfsdistanzd =2t + 1

Es treten nie mehr afs< t Fehler auf (andernfalls versagt Decodierung)

Wir nehmen an, dass die Nullsymbole im Frequenzbereich arstidlen 0 bidd — 2 liegen
X=1[0-0Xx - Xn-1]. (3.98)
2=d—1

Fur das Empfangswol im Spektralbereich bedeutet dies, dass die ersteStedlen direkt die Symbole des
Fehlerworte€ enthalten. Dieser Teilvektor wird als Syndr@iezeichnet, d.h. es gilt

Y=[Ep- Ex_1 Xa®Ex -~ Xoo1®En_1]. (3.99)
S
Das Syndrom ist somit direkt durch die ParitatsfrequerdesnEmpfangswortes bestimmt.
2-1

n-1
S(D) = ; S-D' mit S=E=Y= Z)yp.z-iu (3.100)
= U=

Die Berechnung de5 folgt direkt aus der Definition der Spektraltransformatioi®Gl. (3.74). Selbstverstandlich
gilt auch hier weiterhin fir Codewortge= 0.

Grober Ablauf der Decodierung
e Decodierung von RS- und BCH-Codes lauft prinzipiell immach gleichem Schema ab

e Bei BCH-Codes enorme Vereinfachungen aufgrund ihrerrbm&truktur (nicht weiter behandelt)
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1. Mit Hilfe der DFT aus Empfangswoytdas zugehorige Frequenzwdftbestimmen
(SyndromsS geht nicht aus DFT vorm hervor, sondern aus Teil-DFT des kompletten Empfangsworte
— Berechnung vois erfordert groRten Anteil des Decodieraufwandes)

2. An Paritatsfrequenzen direkt das Syndrom ablesen

3a. Bei reiner Fehlererkennung endet Decodierung mit dduRg aufS=0

3b. Bei Fehlerkorrektur aus Syndrom Fehlerstellenpoly@{i) und Fehlerpolynonie (D) berechnen
4. Rucktransformation voR (D) in den Zeitbereichg(D))

5. Berechnung des geschatzten Codewortex(Dit = y(D) — e(D)

Bestimmung desFehlerstellenpolynom€(D)

e Zu bekanntem Syndrom wird Fehlervekimgesucht, der minimales Hamming-Gewiah(e) besitzt
(reine Syndromdecodierung ist viel zu aufwendig, B§5.229.2- 10'® Codeworte priifen)

— Suche nach geeignetem Polynom minimalen Grades
e Definition der Fehlerstellenmengde die alle fehlerhaften Stellen vonenthalt Error Location Sek

I={ile#0 A 0<i<n—1} (3.101)

¢ Mit Hilfe von GI. (3.101) kann zugehdoriges Fehlerstellelymom Error Location Polynomig|

CD)=[1(O-2)=Co+C-D+---+C-DF (3.102)

el

definiert werden, welches bei der Normierung @gif= 1 die Form

C(D)=[](1-Dz") =1+Ci-D+---+C;-DF (3.103)

el
annimmt

e Im fehlerfreien Fall giltf =0 undC(D) =1

o Nullstellen desehlerstellenpolynomdautenz miti € I

— Berechnung der Nullstellen vad(D) ermoglicht Bestimmung der fehlerhaften Stellesdres empfange-
nen Wortesy _
1={i|C(Z) =0} (3.104)
Chien-Suche:Durchprobieren aller moglichen negativen Potenzenaand Uberpriifen aut(z) = 0.
Beispiel fur GF(8):

eD) = 1+D3%  e=(10010--')

C(D) = (1-D)(1-Dz?3)
cC?®) = A1-P1-z3=0

0
C&) = 1-21-z73)=1-2(1-2%)=14z2+2+2=1+#0
CA) = A-DA-zH=01-D)A-7)=1+2+L+z2=2+#0
cd = 1-2)1-1)=0

3.7. REED-SOLOMON- UND BCH-CODES 77



Kanalcodierung | \J Universitat Bremen
Dr.-Ing. Volker Kiihn, Dr.-Ing. Dirk Wilbben Fachbereich 1, ANT

e Esgiltc(D) o—e C(D)

e Zur Erinnerung:

z ' ist Nullstelle vona(D) — A =0
Z ist Nullstelle vonA(D) — a=0
— Hieraus folgt direkt die Beziehung
e-¢ =0, (3.105)
denn es gilt:
— i € I = fehlerhafte Stelle> Z ist Nullstelle vonC(D) = ¢ =0
— i ¢ I = fehlerfreie Stelle=- & =0
e Gl. (3.105) lautet im Frequenzbereich
6:c=0 o—e  Ron1[C(D)-E(D) =0 (3.106)

Interpretation:

— Alle Koeffizienten vonRpn_1 [C(D) - E(D)] mussen gleich Null sein
— Aufgrund der modul®" — 1-Operation treten nur Potenzen zwischen 0 nrdl auf

— GroRere Potenzen vad(D) - E(D) werden durch(i + j) modn wieder auf Bereich O bisi— 1
abgebildet

— Folgende Terme tragen zum Koeffizienten degn Potenz bei:

T
Cu'Eifu modn:0
HZD (-4

Auswertung nur an den Steller<i <2t1-1
— es kommen nur Werte des Fehlervektors t#grbis Ex;_1; zum Einsatz

Diese sind bekannt (Paritatsfrequenzen) und reprasentdas Syndror8

WegenE; = § fur 1 <i < 2t — 1 erhalten wir

T
chu.s,_uzo fur =1, .., 21-1 (3.107)
u:

SchlusselgleichungderNewton-Gleichung(Co = 1)

T
S+5Ci-Spu=0 fur i=1,..,2t-1 (3.108)
p=1

e GI. (3.108) fur jedes (insgesamt) losen— Gleichungssystem auasGleichungen mit Unbekannten

— Zumindest prinzipiell eindeutig losbar
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e Matrixdarstellung der Schlusselgleichung

-S
St

S S o S G
=2 & (G

(3.109)

_&-T—l S[-—l S( Szr.—z C;l
St

L dsen der Schlusselgleichung:

e Problem: Dimension der Matri$; ; ist nicht bekannt, da Empfanger nicht von vorn herein Ahzai
Fehler im empfangenen Wort kennt

— Dimension der MatrixS unbekannt
e LOsung:
— Annahme: es konnen nicht mehr &alBehler auftreten
(wegen minimaler Distandmin, = 2t + 1 kdnnen sowieso nicht mehr Fehler korrigiert werden)

— Matrix S aufstellen und auf Singularitat prufen

x S singular— weniger ald Fehler aufgetreten

— Dimension der Matrix durch Streichen der untersten Zeilg der rechten Spalte verringern
und erneute Prufung auf Singularitat

x . Wiederholung biss nicht mehr singular
— Dimension vorS entspricht der Anzahl an Fehlern

Ist tatsachliche Fehlerzahidurch oben beschriebene Prozedur bestimmt worden, muSghliésselgleichung
gelost werden. Aufgrund des hohen Rechenaufwandes sttet iRraxis aufwandsgiinstige Algorithmen erfor-
derlich. Ein geeigneter Algorithmus ist der sogenanntddBamp-Massey-Algorithmus.

Berlekamp-Massey-Algorithmus
e Berechnung mit Hilfe eines riickgekoppelten Schiebetegisier Lange (s. Bild 3.13)

— lterativer Prozess, da diete Stelle§ des Syndroms aus Linearkombinatiomorangegangener Stellen
S_y berechenbar

— Aufgabe: Bestimmen der Koeffizienten eines riickgekoppefchieberegistemminimaler L ange (1),
welches das Syndronachbildet

e LOsung:

— d—1=2t Symbole des Syndroms sind bekannt (Paritatsfrequenzen)
— Schieberegister der Langevird mit den erstetht Symbolen des Syndron® bis §_1 initialisiert

— Int zyklischen Verschiebungen werden die Koeffizier@gderart bestimmt, dass sie die Uibrigen
Symbole§ bis S 1 des Syndroms nachbilden

— Koeffizienten der Linearkombination bzw. des Schiebetegssind die gesuchten Koeffizient€ndes
Fehlerstellenpolynoms

— Mit Losung der Schliisselgleichung ist automatisch dadddfstellenpolynonC(D) bekannt

— Mit Suche nach Chien kann dann a&i®) die FehlerstellenmengEbestimmt werden
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NER e ovoe| (S5 F—

. +

Bild 3.13: Schieberegisterrealisierung zur Losung der Schlukselging

— Fehlerhafte Stellen im Empfangsvekiobekannt

Bestimmung des Fehlerpolynom& (D) durch Prinzip der rekursiven Erg anzung

Da RS-Codes nicht-binare Codes sind, reicht ein einfabiivestieren der fehlerhaften Symbole nicht aus.
— Es muss auch der Wert des Fehlers bekannt sein.

Es existieren Verfahren sowohl im Zeit- als auch im Fregberach (hier Darstellung im Frequenzbereich
wegen einfacherer Darstellung):

e Aus 3| 6Cu-Eji_ymod n= 0 folgt wegerCo = 1

T
Ei=- z Cu' E(ifp) mod n
p=1

e Demnach giltg; = f(Ei_1, ..., Ei_¢)
e WegenEg =9, ---, Ex_1 = Sy_1 kbnnen restliche— 2t Fehlersymbold; sukzessive ermittelt werden

o Effiziente Realisierung mit riickgekoppeltem Schiebesteginach Bild 3.14
Abschlie3end Rucktransformation v&riD) in den Zeitbereich
Das geschatzte Codewort lautet dann

(D) = y(D) — (D) (3.110)

Eigls = = Ey—

—>E i
Ei i i
. +

Bild 3.14: Schieberegisterrealisierung fir rekursive Erganzung
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Da die Ricktransformation auch einen erheblichen Rechemad bedingt, werden in der Praxis nur diejeni-
gen Stellen des_lFehIervektcnzﬁ)estimmt, die ungleich Null sind. Bild 3.15 zeigt noch eiirden Ablauf der
Decodierung inJberblick.

Die Decodierung der binaren BCH-Codes erfolgt prinzipiglch der gleichen Vorgehensweise. Allerdings

ergeben sich hier teilweise drastische Vereinfachungeingia im Rahmen dieser Vorlesung allerdings nicht

weiter eingegangen werden kann. Hierfir waren weitezgjafende Kenntnisse aus der Polynomarithmetik er-
forderlich. Aufgrund ihrer sehr effizienten Decodiernidhkeit besitzen BCH- als auch Reed-Solomon-Codes
eine sehr groRe Bedeutung in praktischen Systemen.

Losen der

Empfangswort | Berechnung I
des » Schliissel-

Syndroms I gleichung
Syndrom
Reliurswe <« Fehlerstellen-
Ergianzung polynom
A
Fehlerpolynom im Suche nach
Spektralbereich Chien
v Fehlerstellen-
menge
Teil - IDFT
Fehlerpolynom
im Zeitbereich
+ korrigiertes
Empfangswort

Bild 3.15: Ablauf der Decodierung von RS- und BCH-Codes
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Kapitel 4

Faltungscodes

4.1 Grundlagen

4.1.1 Aufbau des Codierers

Faltungscodierer lassen sich wie auch zyklische Bloclaredimit Hilfe von Schieberegistern effizient reali-
sieren. Die allgemeine Struktur von Schieberegistern alitkgscodierung zeigt Bild 4.1. Die Funktionsweise
kann wie folgt zusammengefal3t werden:

e Schieberegister miti.d. - k Elementen
¢ In jedem Takt werdeR Bit weitergeleitet
— Jedes Bit beeinflufit, Mal das Ausgangsworts L heildt Einflusslange oder au@onstraint Length
e Berechnung der codierten Symbole durch Verkniipfung dgisReinhalte Uben modulo-2-Addierer
Ausgangswort besteht anBit (Codewort)
CoderateR. = k/n
e Beschreibung der Verbindungen Uiber sogenannte Gengoltoome oder Generatoren
e Geeignete Struktur nicht trivial und nicht analytisch zstbamen

— Aufwendige Rechnersuche erforderlich

¢ | Im folgenden Beschrankung auf Codes der Rte 1/n‘

Ein wichtiger Parameter der Faltungscodes ist die obealameEinflusslangeoder auchConstraint Length

L. Sie beschreibt die Anzahl der Takte, die ein Eingangshetktian der Bildung eines Ausgangswortes betei-
ligt ist und entspricht fik = 1 der Speicherlanga des Registers plus Eink{= m+1). Je grof3ek ist, desto
mehr Kombinationsmoglichkeiten bestehen zur Bildungalierten Symbole und desto leistungsfahiger ist
der Faltungscode. Die Einflusslangetibernimmt also die Rolle der Blocklangeder linearen Blockcodes.

Beispiel:R:=1/2,Lc =3 — Speicherlangen= 2
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- 77)/\\77 e —
u e RS
—>11|23 k 112|3]- k —> —»112 |3 k
&

X
nin-l1 = - - 3 21—

Bild 4.1: Allgemeine Schieberegisterstruktur von Faltungscodes

x,(0)
—» u(l) u(l-1) » 1(l-2)
—
210=1 =1
u(l)
> D
20=1 1=0 =1
Q1) | x2) — ’@é‘
O x0 w0
. o Minimalrealisierung

Bild 4.2: Schieberegisterstruktur fir Faltungscode mit Geneeatgr = 7s undg, = 5g

4.1.2 Aquivalenz von Blockcodes und Faltungscodes
e Faltungscode bildek Informationsbit auf Codewornt mit n Bit ab

e Codewortex sind voneinander abhangig (Faltungscode hat Gedaghtnis
e Blockcodes erzeugen voneinander unabhangige Codeworte

— Blockcodes sind spezielle Faltungscodes ohne Gedachtnis

¢ In der Praxis Betrachtung von faltungscodierten Sequeardticher Lange
e Interpretation der codierten Sequenz als Codewort eineskBbdes

— Faltungscodes sind Spezialfall von Blockcodes

Blockcodes und Faltungscodes sind ineinander tberfiihir, aber Beschreibung der
Faltungscodes viel einfacher

Eigenschaften von Faltungscodes

e Nur wenige einfache Faltungscodes in der Praxis relevant

e Faltungscodes bieten sehr einfache Moglichkeit®igft-DecisiorDecodierung (Bei Blockcodes bisher
nur Hard-DecisionDecodierung)

e Keine analytische Konstruktion guter Faltungscodes mbgl— Aufwendige Rechnersuche
(dafur aber einfache mathematische Beschreibung)

e Wie bei Blockcodes Unterscheidung zwischen systematisahd nicht-systematischen Codes
(in der Praxis fast ausschlief3lich nicht-systematischeeGp
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4.1.3 Algebraische Beschreibung

Faltungscodes lassen sich tber ihre Generarbaschreiben, welche in der Regel in oktaler Form dargéestell
werden. Der Faltungscode nhif = 3 aus dem obigen Beispiel besitzt wed&n=1/2 genau 2 Generatoren.

01 = [010011012] =[111=7s 4.1)

O = [020021022]=[101=5g (4.2)

Soll die oktale Schreibweise auch filf # 3k beibehalten werden, sind den Vektorgnentsprechend viele
Nullen links voran zu stellen, so dass sie insgesamt algé.@m Vielfaches von drei besitzen. Die Codierung
kann dann durch diskrete Faltung der Eingangssequenit den Generatoren erfolgen

X1 =UxQ1 und Xo =Ux(>. (4.3)
und es gilt allgemein

XV(E) = _ig\,,i -U_jmod?2. (4.4)

Mit Hilfe der z-Transformation konnen die Signalfolgenenauch die Generatoren im Spektralbereich dar-
gestellt werden. Allgemein gilt der Zusammenhafix) = 3> o X; -z'. In der Codierungstheorie hat sich
dabei die Vereinbarung durchgesetzt, den Verzogerumgatypz - durchD zu ersetzen. Wir erhalten somit
X(D) = ¥ 0% - D' und die Generatoren lassen sich folgendermaRen besafreibe

Gi(D) = Gio+011D+0g12D?=1+4D+D? (4.5)
G2(D) = Goo+021D+ 0D’ =1+D?. (4.6)

Allgemein gilt fur dasv-te Polynom und die zugehorige AusgangsfolgegD):
m .
i=
Die gesamte codierte Sequenz kann in der Polynomdarsgediurch
X(D) = [X1(D) X2(D) ... X(D)] =U(D)-G(D) (4.8)
mit der Generatormatri§s(D) = [G1(D) G2(D) ... Gn(D)] dargestellt werden. Fur den Coderaum gilt entspre-
chend

r={U(D)-G(D) |U(D),Uj € GR} . (4.9)

Beispiel: u=(10011...)

u Zustand Folgezustand Ausgang
1 00 10 11 7
0 10 01 10 P
0 01 00 11
u(l)
1 00 10 11 >(1(l-1)——> u(l-2)
1 10 11 01
0 11 01 01 “«
0 01 00 11 x(0)
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uD) = 1+D3*+D*
G(D) = [1+D+D?* 1+D?

[1+D%®+D% - [1+D+D?3  [1+D3+D%-[1+D7]
[1+D*+D*+D+D*+D°+D?+D°>+D®  1+D*+D*+D?+D°+D?]
[1+D+D?+D3+D®  1+D?+D3+D*+D°+ D"

= [11101111010171

4.1.4 Graphische Beschreibung durch Zustandsdiagramm

e Faltungscodierer kann als Mealy-Automat dargestellt werd

— Ausgangssignal ist abhangig vom aktuellen Zustandvwand Eingangssignak(¢) = fx(u(¢),S(¢))
— Folgezustand resultiert aus altem Zustand BirdyangssignalS(¢ + 1) = fs(u(¢),S(¢))

e Zustandsdiagramm illustriert mogliche Zustandstiaegg und dazugehorige Ausgangswerte
e Zustandsdiagramm enth&keine Information tUber den zeitlichen Ablauf der Codierung

Beispiel:
Faltungscode mijy = 75,00 =5 — R.=1/2,Lc=3—>m=L.—1=2= 2"=4 Zustande

1/10

Bild 4.3: Zustandsdiagramm fiir Faltungscode mit Generatgyea 7s undgz = 5g

4.1.5 Graphische Beschreibung durch Trellisdiagramm

Das Trellisdiagramm geht aus dem Zustandsdiagramm dunehzisatzliche zeitliche Komponente hervor.
Jeder Knoten stellt einen Zustand und ein Pfad eldleergang zwischen zwei Zustanden dar. In der Regel be-
ginnt das Trellisdiagramm im Nullzustand. Dann ist es naeh_. Schritten voll entwickelt, d.h. alle Zustande
bzw. Knoten wurden mindestens einmal erreicht. Ab dann dasi Trellis periodische fortgesetzt.
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0/00

00

10 ®

o1 ®

11 @ [
=0 I=1 =2 =3 =4
Bild 4.4: Trellisdiagramm fir Faltungscode mit Generatoger= 7s undg, = 5g

4.2 Charakterisierung von Faltungscodes

4.2.1 Systematische, nicht-systematische und rekursivekungscodes

Wie schon die in Kapitel 3 behandelten Blockcodes sind awttuirgscodes linear (s. auch Distanzspektrum
von Faltungscodes). Dabei wollen wir im Folgenden systestiad und nicht-systematische Faltungscodes un-
terscheiden, wobei den rekursiven Codes eine besondesuied zukommt.

Nicht-systematische Faltungscodegsiehe auch Bild 4.2)
NSC-CodesNonrecursive Nonsystematic Convolutional Codes

e Keine Trennung zwischen Informations- und Priifbit im Gede moglich
e Wesentlich hohere Leistungsfahigkeit als systemagiseiitungscodes

e Werden in der Praxis fast ausschliel3lich eingesetzt

Systematische Faltungscodes:

¢ Informationsbit ist explizit im Codewort enthalten

e In der Praxis fast bedeutungslos, da geringe Leistuniggfain

e Ausnahme:rekursive Faltungscodes (s. Turbo-Codes, TCM in Kanaérodg I1)
Rekursive systematische Faltungscodes (RSC-Codes)
RSC-CodesRecursive Systematic Convolutional Codes

Bei rekursiven Faltungscodes hangt der Folgezustand \Jdoeléen Zustand, dem Eingangswenid der
Ruckkopplungsstruktur des Codierers ah In der Praxis gebrauchliche rekursive Codes sind i.aenys-
tisch und lassen sich aus nicht-systematischen, niclirselen (NSC)-Codes ableiten. Den Ausgangspunkt
bildet ein NSC-fonrecursive nonsystematic convolutign@lode, dessen Generatorpolynome so umgeformt
werden, dass sie einen systematischen, aber rekursiven(B&L-Code) beschreiben.

Gl(D) — Gl(D) =1

Gz(D) — GZ(D) =
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Die Codeworte des neuen systematischen RSC-Codes bemnesibhevie folgt:

Xi(D) = U(D)-Gy(D)=U(D) — systematischer Code

%aD) = U(D)-Ga(D) = G +Ga(D) ~A(D)- Ga(D)
mit (D) " i
AD) = G.(D) — A(D)-;gl,i-D =U(D). (4.10)

Mit D als Verzogerungsoperator lauten die Gl. (4.10) im Zediobr @1 o £ 1)
m - m -
all) + Zigl’i al—i)y=ul¢f) = al)=ul)+ Zigl’i -a(l —i).
i= =
Der Werta(¢) kann als Inhalt der aktuellen Registerzelle interpretiertden und hangt vom aktuellen Eingang
u(¢) und den alten Registerinhaltexy — i) ab. Hierdurch wird die rekursive Struktur des Codiererslazu
Beispiel: Faltungscode aus Bild 4.2

Gi(D) = 14D+D?> — Gi(D)=1
Gy(D)  1+D?
Gy(D) 14+D+D?2

Gy(D) = 1+D? —  Gy(D) =

uid)  U(D)
Gi(D) 1+D+D2

< A(D)-[1+D+D%=U(D)

— AD) =

—all) = ul)+al-1)+al-2)
Die neuen Codeworte berechnen sich wie folgt und fuhrerero i Bild 4.5 skizzierten Codierer.

Xa(0) = u(()
%(0) = a(t)+al-2)

> )?1(5)
0 g,=1 g=1
u ()
) el
g,0=1 2,=0 2,=1
AR
%2(f)

Bild 4.5: Schieberegisterstruktur fur rekursiven, systematisdfatungscode

Eigenschaften rekursiver Codes:

e NSC- und abgeleiteter RSC-Code besitzen die gleichen izisigenschaften (s. spater), aber unter-
schiedliches Ein- / Ausgangsverhalten

e Unendlich lang abklingende Impulsantwort (lIR-Filter)

— Mindestens ein Gewicht von 2 in Eingangssequenz fur emellicdusgangsgewicht erforderlich

4.2. CHARAKTERISIERUNG VON FALTUNGSCODES 87



Kanalcodierung | J Universitat Bremen
Dr.-Ing. Volker Kiihn, Dr.-Ing. Dirk Wilbben Fachbereich 1, ANT

4.2.2 Katastrophale Codes

e Katastrophale Codes kdnnen unendlich lange Sequenz diitkem Gewicht erzeugen, die nicht auf
den Nullpfad zuriickkehrt

— Katastrophale Codes erzeugen bei endlich viéleertragungsfehlern u.U. unendlich viele Fehler nach
der Decodierung

— Katastrophale Codes sind nicht duibertragung geeignet und daher zu vermeiden
e Merkmale katastrophaler Codes:

— Alle Generatorpolynome besitzen gemeinsamen Faktor
— Im Zustandsdiagramm existiert geschlossene Schleife svti€ht Null (auf3er Nullzustand)

— Alle Addierer haben gerade Anzahl von Verbindungen
— Selbstschleife im Zustand 1. 1 hat Gewicht Null

Beispiel fur katastrophalen Codg: = 5,9, =3

u(?)

Bild 4.6: Schieberegisterstruktur und Zustandsdiagramm fur kafalsalen Faltungscode

4.2.3 Truncated Convolutional Codes

Die Decodierung von Faltungscodes erfordert die Betraxhtler gesamten Sequenz bzw. eines ausreichend
langen Ausschnitts (s. Viterbi-Algorithmus). Dabei simddier Praxis verstandlicherweise nur Sequenzen mit
endlicher LangeN Codeworte) von Bedeutung. Bei einem willkiirlichen Ende ldéormationsfolgeu kann

das Trellisdiagramm in jedem beliebigen Zustand enden,d&hEndzustand ist dem Decodierer unbekannt.
Dies wirkt sich auf die Leistungsfahigkeit der Decodieguaus, da sich die letzten Bit innur sehr unsicher
schatzen lassen. Bei der Betrachtung endlicher Sequainzifraltungscodes auch als Blockcode interpretier-
bar und lassen sich dementsprechend durch eine Generaigrbeschreiben:

[Gp G1 -+ Gp
Gy G; --- Gp
G= Gy G1 - Gnp mit  Gj=[01i 92 --- Onil -
Go Gi
Go
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4.2.4 Terminierte Faltungscodes

Durch das Anhangen von sogenanniaiibit kann der Codierer am Ende der Informationsfolge wiedemiarei
bekannten Endzustand (in der Regel der Nullzustand) iiberfverden. Damit lassen sich auch die letzten Bit
zuverlassig schatzen. Die Anzahl der Tailbit entspreotgkt dem Gedachtnis des Codierers, die Wertigkeit der
Tailbit hangt dagegen von dessen Struktur ab. Hier gilt

e NSC-Codes: Anhangen vanNullen

e RSC-Codesm Tailbit hangen vom letzten Zustand vor dem Anhangen debiTab (in Tabelle ablegen)

Das Anhangen von Tailbit reduziert allerdings die Codgrdth. fir eine Sequenzmit N Informationsbit gilt
bei einem ¥n-ratigen Faltungscode
i N N
Tail __ _R..
R™ = n-(N+m) Re N+m’
Je groReN im Vergleich zur Einflusslange bzw. dem Gedachtnis desi€€ers ist, desto weniger fallen die
angehangten Tailbit bzgl. der Coderate ins Gewicht. DiecBeeibung mittels Generatormatrix lautet nun:
Go G; - Gp

Go G;

(4.11)

mit Gi=[01i;--- gm] (4.12)
Gy G; - Gpm
4.2.5 Tailbiting convolutional codes

Sollen Datenpakete mit sehr niedriger Lange Ubertragemien, wie es beispielsweise fur moderne paketori-
entierteUbertragungsprotokolle vorgesehen ist, so filhrt dasafigki von Tailbit allerdings doch zu einem
merklichen Verlust der zur Verfigung stehenden Datentdiger bieten sich difailbiting Convolutional Co-
desan, bei denen der Endzustand des Codierers mit dem Starndustentisch ist. Daher sind keine Tailbits
erforderlich. Fir nicht-rekursive Codes kann der gesdmftamationsblock codiert und der Endzustand des
Codierers bestimmt werden. Dann wird der Endzustand alamgsizustand gewahlt und erneut codiert. Man
erhalt einen quasi-zyklischen Faltungscode. Die Geoarsttrix lautet

_Go Gy - Gm
Go G; - Gp
G= Go Gi -+ Gp
G . . .
. Go G]_
_Gl -« Gm Go_

4.3 Optimale Decodierung mit Viterbi-Algorithmus

Wir wollen zunachst einige Vereinbarungen bzgl. der Noktegar treffen. Die Informationssequenzbesteht
ausk Informationsbit und wird durch den Faltungscodierer inabéierte Sequenz

X = (x1(0) - Xn(0) -+ X (N —1) -+ Xy(N — 1))
x(0) X(N—1)
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bestehend aus Symbolen umgesetzt. Ferner bezeichndie empfangene Symbolfolgg,die durch den De-
codierer geschatzte codierte Folge and T eine beliebige codierte Sequenz.

Bei der Decodierung unterscheidet man prinzipiell zwiscWierfahren, die komplette Codeworte (Blockcodes)
bzw. Codesequenzen (Faltungscodes) schatzen und soltiresymbolweise arbeiten. Letztere bestimmen
Schatzwerte fur jedes Codebit, wobei ein Codierer-lswerdann die Abbildung auf das zugehorige Informati-
onswort realisiert. Da symbolweise entschieden wird, kemmorkommen, dass die Codesequenz / das Code-
wort nicht Element des Coderaums ist und der Decodiervgrgansagt. Wir betrachten in diesem Abschnitt
die sequenzweise Decodierung, wobei wiederum zwischernt@rkén unterschieden werden muss.

MAP-Kriterium

Das MAP-Kriterium (Maximum _A-posteriori_Pobability) ist bereits von den Blockcodes bekannt
und stellt die optimale Decodierung dar. Dabei wird die ®8g% bestimmt, die die a-posteriori-
WahrscheinlichkeiP(X | y) maximiert.

P(X|y) >P(aly) (4.13)
p(y | X) o) > p(y|a) o)
p(y | X)-P(X) > p(y | a) - P(a) (4.14)

Die Decodierung erfolgt Ubex = arg n;a>(p(y|a)P(a)) und beriicksichtigt durc(X) eine a-
priori-Information der Quellenstatistik.

Maximum Likelihood-Kriterium

Treten alle codierten Sequenzen mit der gleichen Wahnsitteieit P(X) = P(a) = 2~ ¥ auf bzw. ist
die Quellenstatistik dem Empfanger nicht bekannt, so kamme a-priori-Information bei der De-
codierung berucksichtigt werden. Dann gilt

p(y [%) > p(y|a). (4.15)
Die Decodierung erfolgt Uibet = argma?xp(y|a). Fur gleichverteilte Eingangssequenzen liefern

MAP- und Maximum-LikelihooeKriterium identische (optimale) Ergebnisse. Sind diedaings-
sequenzen nicht gleichverteilt uRda) dem Empfanger nicht bekannt, so ist déaximum-Likelihood
Kriterium suboptimal.

Im Folgenden werden wir didMaximum LikelihooeDecodierung weiter verfolgen, eine Erweiterung auf die
Decodierung mit dem MAP-Kriterium ist dann einfach mopgli¢ur diskreten gedachtnislosen Kanal (DMC)
konnen die Verbundwahrscheinlichkeiten faktorisiertaem und es gilt

N—1 n

N-1
p(y |a) = ﬂ) p(y(f) |a(f) = ﬂ)u PYi(0) [&(f)) - (4.16)

Da ferner der In eine streng monoton steigende Funktiogilsguch
N—-1 n

Inply|a) = In Jl[l P(Yi(€) | ai(6))

N—-1 n

— /Zo ;In p(yi(0) | ai())

N-1 n

= go i;\/(yi (0) | &(e)) - (4.17)
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Der Ausdrucky (yi(¢) | a(¢)) wird auchViterbi-Metrik benannt und beschreibt digbergangswahrschein-
lichkeiten des Kanals. Fir den Spezialfall des AWGN-Karsithd die Verhaltnisse in Bild 4.7 dargestellt.

_ 0O VEs? A  i(O—vED?
No
PI(0) [ %(0) = —VEs) = & o— POi(0) [ %(6) = VEs) = &t —

7

: \
—/Es VEs

Bild 4.7: Bedingte Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen beim AW®&&nal mit binarem Eingang

\
<

Hier heben sich die Exponentialfunktion der GauRvertgilund der In gegenseitig auf, so dass besonders
einfache Verhaltnisse vorliegen. In der Praxis sind 2vigieinte Metriken von Bedeutung:

1. Quadratische euklidische Distanz:

pi(6) |a(6)) = e

—Yi(£) | &(€)) = Inp(yi(¢)]a(¢))=C—

1 _ A 2
—y() |a() = NO—al)r (4.18)

2. Korrelationsmetrik:

(P\2 e (2 (\2 N\
V(O |a(0) = C_y.l(\li) +2a+(£|313;.(£)_al(\£) _ C_y.l(\i) N a(é()j.z(é) _E_Z
—_—— ~—~—
unabhg. vorx (o) konstant
YO a() = a0 %) (4.19)

Eine direkte Umsetzung d&faximum-LikelihooeDecodierung kann nun beispielsweise so erfolgen, dass die
Y(Yi(¢) | & (¢)) fur alle moglichen Codesequenzaaufsummiert werden. Als Losung erhalten wir dann die Se-
quenzx mit der geringsten euklidischen Distanz oder aber der malemKorrelationsmetrik zur empfangenen
Folgey. Diese maximiert die bedingte Wahrscheinlichkg(y|X). Diese direkte Umsetzung hat den Nachteil,
dass sie viel zu aufwendig ist (Anzahl der Sequenzen waptgginentiell mit ihrer Lange) und daher in der
Praxis nicht realisiert werden kann.

Dieses Problems kann durch Ausnutzung der Markov-Eigetfisebn Faltungscodes gelost werden. Die Markov-
Eigenschaft besagt namlich, dass der aktuelle ZustandamrVorzustand und dem aktuellen Eingangswert
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abhangt. Damit ist es moglich, die Pfadmetriken sukzesau berechnen. Ein effizienter Verfahren stellt der
Viterbi-Algorithmus dar, welcher im Folgenden genauer beschrieben wird.

Viterbi-Algorithmus

1. Beginne Trellis im Nullzustand zum Zeitpunki 0

2. Berechney(y(¢) | a(¢)) zwischen empfangenen Codewg(t) und allen moglichen Codewortex(/)
3. Addiere unter 2) berechnete Pfadmetriken zu alten ZdstastrikenM;(¢—1), j=0...2" -1
4

. An jedem Zustand Auswahl desjenigen Pfades mit kleireiklidischer Distanz (grof3ter Korrelations-
metrik) und Verwerfung (keine weitere Beriicksichtiguagy anderen Pfade
= Aufwand wachstur linear mit Pfadlange (nicht exponentiell)

5. Wiederholung ab 2), bis alld empfangenen Worte abgearbeitet wurden
6. Ende des Trellisdiagrammes:

e Terminierte Codes (Trellis endet im Nullzustand):
— Bestimmung des Pfades mit der besten Mdtf(N) im Nullzustand

e Nicht-terminierte Codes:
—> Bestimmung des Pfades mit der global besten Zustandsm{(i), j =0---2" -1

7. Zuriickverfolgen des in 6) bestimmten Pfadgsr{ivo) und Ausgabe der zugehorigen Informationsbit

Beispiel: 1/2-ratiger Faltungscode mniit = 3, g1 = 7g, g2 = 5g und Sequenzlangd =6 (K = 4)

¢ Informationssequenai = (100 1), Tailbit: (00)
e Codierte Folgex=(+1+14+1-14+1+1+1+1+41-1+1+1)
N——
fur Tailbit
e Hard-Decision-Decodierung
e Empfangene Folggr=(-1-14+1-1+1+1+14+1+1-1 -1 +1)
f f

Die Empfangsfolgey (Hard-Decision) enthalt 3 Fehler, die i.a. wegah = 5 nicht korrekt de-
codiert werden kdnnen. Allerdings spielt bei Faltungesoduch die Verteilung der Fehler in der
Sequenz eine wichtige Rolle. Einzelne, weit auseinandgetide Fehler kdbnnen unter Umstanden
noch korrigiert werden, auch wenn die Gesamtfehlerzahlhdibe Mindestdistanz Ubersteigt.
Bild 4.8 illustriert die Arbeitsweise des Viterbi-Algohinus fur das obige Beispiel im Trellis-
diagramm.
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° ° ° ° °
° ° ° ° °
0l e ° ° ° ° ° °
17 e ° ° ° ° ° °
=0 =1 =2 =3 =4 =5 =6

-1-1 +1-1
° [ ] [ ] [
[ [ ] [ ] [ ]
° [ ] [ ] [
° [ ] [ [

=3 =4 =5 =6

-1-1 +1-1 +1+1 +1+1
° °
° °
° °
° °
=0 =1 =2 =3 =4 =5 =6

Offenes Trellis

-1-1 +1-1 +1+1 +1+1 +1-1

=0 =1 =2 =3 =4 =5 =6

-1-1 +1-1 +1+1 +1+1 +1-1 =141
0 0 1 1 1 0

=0 =1 =2 =3 =4 =5 =6

Terminiertes Trellis

-1-1 +1-1 +1+1 +1+1 +1-1

=0 =1 =2 =3 =4 =5 =6
-1-1 +1-1 +1+1 +1+1 +1-1 -1+1
1 0 0 1 0 0
4 6
00 0
10
01
11 e °
=0 =1 =2 =3 =4 =5 =6

Bild 4.8: Trellisdiagramm-Abarbeitung zur Veranschaulichung digsrii-Algorithmus
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Es ist zu erkennen, dass die Decodierung bei einem offenetiisTeine falsche Folge ausge-
ben wirde (ware das vorletzte Bit korrekt gewesen, hditeDecodierung das richtige Ergebnis
geliefert). Bei Verwendung von Tailbit (terminiertes Ti®l sorgt die Kenntnis des Endzustands
daflr, dass sich der letzte Fehler nicht mehr stérend igkiswnd korrekte Folge decodiert wird.
Dies verdeutlicht, dass bei einem offenem Trellisdiagraitar die letzten Bit nur sehr unsicher
entschieden werden kann.

Faustregel:
Bei kontinuierlicher Dateniibertragung (oder auch sehgda Blocken) wird das Trellis mit einer Entschei-
dungstiefe (Ruckgrifftiefe) von ca.-b&; abgearbeitet, bis Uber ein Bit entschieden wird.

Grund:
Ist die Entscheidungstiefe grofd genug, verschmelzen digniye der verschiedenen Pfade miteinander und die
Entscheidung ist in diesem Bereich eindeutig.

[ ] [ ]
=0 =1 =2 =3 =4 =5 =6 =7 =8 =9 =10

Bild 4.9: Veranschaulichung der Bildung eingarvivors

4.4 Punktieren vonl/n-ratigen Faltungscodes

Bezuglich der Modifikation von Blockcodes sind schon diethdelen 'Expandieren’, 'Punktieren’, "Verkirzen’
und 'Verlangern’ bekannt. Bei den Faltungscodes spiajedan nur das Punktieren eine praktische Rolle. Die
Einstellung der Coderate erfolgt durch Ausblenden (nighertragen) bestimmter Codesymbole, wobei kein
Unterschied zwischen Informationsbit und Prifbit gemadhd. Dem Empfanger muss das Punktierungssche-
ma selbstverstandlich bekannt sein.

Vorteile der Punktierung:

o Kein mehrfacher Hardware-Aufwand bei flexiblg_r Coderaferderlich
(einfache Anpassung der Coderate an die aktuélleertragungsbedingungen)

e Unter Umstanden geringerer Aufwand bei der Decodierungp@ter)

e Punktierung verringert zwar Leistungsfahigkeit des adcodes, der punktierte Code ist i. a. aber ge-
nauso gut wie unpunktierte Codgkeicher Rate
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Die Punktierung erfolgt normalerweise periodisch mit deriédeLp und laRdt sich dann mit Hilfe einer Punk-
tierungsmatrixP beschreiben.

Pio P11 -+ PiLe-1

P _ p%o p%l p27|_-p—1 (4.20)
Pno Pn1 - Pnle-1

= [Po Pz -+ PLe-1] (4.21)

Jede Spaltg; von P enthalt das Punktierungsschema fir ein Codewort uncebesbmit ausy Elementen.
Statt der urspriinglich- Lp Bit werden jetzt durch die Punktierung nur noth Lp Bit Ubertragen, wobei der
Parameter im Bereich 1< ¢ < (n—1) - Lp liegt. Dadurch kdnnen Coderaten im Bereich von

L
(=1 S —
— R=i{1
bis L 1
—(n=1-L —_P _=
J4 (n ) p — Ré Lp-n N

eingestellt werden. Die Struktur vdPist nur in einfachsten Fallen trivial. So kann beispiels@edurch die
Punktierung ein katastrophaler Code entstehen. In jeddnstdie Punktierung auf die jeweiligen Generatoren
abzustimmen. Ferner ist zu beachten, dass durch die Pumdieinzeitvarianter Faltungscodeentsteht, der
eine erweiterte Beschreibung erfordert, auf die an diessleSaber nicht weiter eingegangen werden soll.

Beispiel: Punktierungsperiodep = 2, Codewortlang® = 2, Originalcoderaté&; = 1/2

x,(1)

\ 4

9

Q20 9o O2

I
1

11 x(D
10

4
|

x5(1)
Bild 4.10: Punktierung eines halbratigen Faltungscodegmitl zur RateR, = 2/3

PunktierungsmatrixP = E é} = [Po pi)

Punktierungmit =1 — R.=2/3

Xl(O) XZ(O) Xl(l) Xg(l) X1(2) X2(2) X1(3) X2(3) — Xl(O) Xz(O) Xl(l) X1(2) X2(2) X1(3) X1(4) .

Anwendung:

Rate-compatible punctured convolutional coREPC-Codes) erlauben eine adaptive Anpassung der Cederat
an aktuelldJbertragungsbedingungen. Unter der Voraussetzung, éasteBund Empfanger digbertragungs-
bedingungen und das Punktierungsschema austauscheenk@&beht somit eine einfache Moglichkeit der ad-
aptiven Systemoptimierung zur Verfigung.
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Decodierung punktierter Codes:

Vor der Decodierung sind zunachst Platzhalter fur diekgiarten Bit einzufiigen (z.B. Nullen bei einer antipo-
dalenUbertragung). Da sich die Distanzeigenschaften des Cagtes die Punktierung verschlechtern, muss
die Entscheidungstiefe entsprechend verlangert werdemnweiterhin sichere Entscheidung zu ermoglichen.

4.5 Distanzeigenschaften von Faltungscodes

Von den Blockcodes ist schon bekannt, dass die Distanzgibaften die Leistungsfahigkeit eines Codes,
d.h. seine Fahigkeit, Fehler zu erkennen oder zu korggiebestimmen. Dies gilt in gleichem Mal3e fur Fal-
tungscodes: Bei ihnen ist allerdings nicht die Distanz etwés einzelnen Codeworten, sondern die Distanz
zwischen ganzen Codeesequenzen entscheidenégflsalent zur Mindestdistanz der Blockcodes wird hier
die freie Distanz ds benutzt, welche die minimale Hamming-Distanz zwischeni &eguenzen (siehe Trellis-
diagramm in Bild 4.12) angibt.

Die freie Distanz bestimmt die asymptotiscig (No — o) Leistungsfahigkeit des Faltungscodes. Fur mittlere
und kleine Signal-Rausch-Abstande wirken sich die i@iBistanzen ebenfalls aus, so dass hier das gesamte
Distanzspektrum zu betrachten ist.

Distanzspektrum

e Faltungscodes sind linear— Vergleich aller Sequenzen mit dem Nullpfad ausreichend
(anstatt alle Sequenzen untereinander zu vergleichen)

— Hamming-Gewicht aller Sequenzen muss bestimmt werden
e Zur Bestimmung des Distanzspektrums modifiziertes Zus@iagramm:

— Auftrennen der Selbstschleife im Nullzustand
— Nullzustand als Startzustar8] und Endzustan&. anordnen
— An Pfaden (Zustandsubergange) stehen Platzhalter fir:

x Sequenzlangd:
x Gewicht der uncodierten Eingangssequeaiz:
x Gewicht der codierten Ausgangssequdbz:

— Bestimmen alletJbergangsméglichkeiten zwischen Start- und Endzustand

Beispiel: Faltungscode miR, = 1/2,L. = 3,01 = 75, g2 = 58

Bild 4.11: Modifiziertes Zustandsdiagramm zur Bestimmung des Disfaglizrums
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Lineares Gleichungssystem:

So = WDL-Si+WL-S1
S1 = DL-So+DL-S;;
S1 = WDL-§;+WDL- S

S = DL-Si
Losung:
S wDoL3
= _ =:T(W,D,L
S, 1-WDL-WDL? (W.D,L)
Reihenentwicklung:
T(W,D,L) = WDL3+
W2D6L* +W?D6L5 +
W3D7L® + 2WeD7Le + W3DL" + ...
= ZZ;TWMWW-D"-LZ (4.22)
w 4

Interpretation:
e 1 Sequenz der Lange= 3 (Codeworte) mit EingangsgewiciM= 1 und Ausgangsgewiclit=5
e 2 Sequenzen mit Eingangsgewiett= 2 und Ausgangsgewicltt= 6 und den Langefi=4 bzw./ =5

e Je 1 Sequenz mit Eingangsgewight= 3 und Ausgangsgewiclit= 7 und den Langed=5 bzw./ =7
und 2 Sequenzen der Lange- 6 mit Eingangsgewichtv = 3 und Ausgangsgewiclit= 7

e Bild 4.12 zeigt fur den im Beispiel betrachteten Falturagle das Trellisdiagramm mit allen Sequenzen
bis zum Gewichd = 6

0/00 o w=1,d=5,1=3 w=2,d=6,1=4 Ww=2,d=6,[=5

00

11 @ ° ° ° °
=0 =1 =2 =3 =4 I=5

Bild 4.12: Ausschnitt des Trellisdiagramms fur Faltungscode aud 812 zur Veranschaulichung der freien Distanz

Die oben beschriebene Vorgehensweise kann mathematisichanreschaulich mit Hilfe von Matrizen darge-
stellt werden. Es gilt

00

T(W,D,L)= 5 ash. (4.23)
p=0
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Dabei beschreibt der Vektarden Start im Trellisdiagramm vom Nullzustand in alle GbrigZzustande mit den
ParameterW, D und L. Da die Selbstschleife des Nullzustands entsprechend4Bllti aufgetrennt wurde,
existiert nur einUbergang zum Zustaro mit den Paramete/ D’L unda hat die Form

a=[0 WD 0. (4.24)

I?ie Matrix S stellt dieUbergange zwischen den Zustand®mn bis Si1 (ohne Nullzustand) dar uri gibt die
Ubergange von allen Zustanden in den Nullzustand and&fioben betrachteten Code qgilt:

[0 WL O alter Zustandy;

S = |DL 0 WwWDL alter Zustands;o (4.25)
IDL 0 WDL alter Zustands;;
[ D2L ZustandSy;

b = 0 ZustandS;o (4.26)
| O ZustandS;;

Vom Zustand 10 sind die Zustande 01 und 11 zu erreichen, rghdiich die Eintrage in der 2. Zeile vé
erklaren lassen. Fir jedésbergang im Trellisdiagramm ist m& zu multiplizieren, so dass filr eine Sequenz
der Langel der Exponent vors genaup = L — 2 betragt. Der Vektob schliel3t das Trellis letztendlich im
Nullzustand ab, da dieser nur Uber den Zust&ndzu erreichen ist, enthali nur in der ersten Spalte einen
von Null verschiedenen Eintrag. Wir wollen nun fur das @bBeispiel alle Sequenzen bis zur Lange 5
bestimmen, die im Nullzustand beginnen und enden. Wir trhal

0 wL O D2L

T—3(W,D,L) = aSb=[0 WD’L O] [DL 0O WDL| | O
DL 0 WDL|| 0

D2L

= [WDL? 0 wW?D3L?] | 0

0

= wpL®

0 WL 0 D2L
T—a(W,D,L) = aSh=[wDL? 0 W2D3L?] |DL O WDL| | O
DL 0 WDL|| O
D2L
= [w2DA3 w2D3L3 wS3DAL3] | 0
0
= w2p°L4

0 WL O D2L
Ti—s(W,D,L) = aS’h=[W2D*3 w2D3L® WDAL%] DL 0 WDL| | 0
DL 0 WDL|| 0
D2L
= [W2DAL*+W3DSL4 W3DAL* WRDAL*+wWADSLY] | O
0
= W2DSLS+W3D7L®

= T/<5(W,D,L) = WDL3+W?D°L*+W?2DOLS +W3D'L®

Wichtige Parameter zur Beschreibung der Distanzeigensctigen:
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e Anzahl der Sequenzen mit bestimmten Hamming-Gewdcht

aq = Z ;vad/ (4.27)
w7
e Anzahl der 'Informationsbit gleich Einsi{= 1) fir alle Sequenzen mit Hamming-Gewiacht
aT(W7D7L:1)‘ d d
—— 2 = Twas | -DY=3 cg-D
W s % (%E " ) %
= C4= Z ;w-TW,d,g (4.28)
W

Beispiel: Codes mitR: =1/2,L. =3

O R, N W A~ O

NSC-Code: Gi(D)=1+D+D? Gy(D)=1+D?
RSC-Code: Gi(D) =1, G2(D) = 225,

Fur diesen speziellen NSC-Code existieren fur jedesdfigggewichiv nur Sequenzen mit einem ein-
zigen bestimmten Ausgangsgewictitv) (diese Eigenschaft ist nicht zu verallgemeinern)

Kleinste Distanzy,j, = df = 5 wird bei NSC-Code fuw = 1 erreicht
Anzahl der Pfade mit groReren Distanzen nimmt exponémiiel
Bei RSC-Code erst aly > 2 Ausgangssequenzen mit endlichem Gewidit£ 5 fur w = 2)

Besonderheit: endliche Gewichte der Ausgangssequenzdiirrgerade Eingangsgewichte

Nicht-rekursiver Code Rekursiver Code

O R, N W A~OG

log;o(ad) —

Bild 4.13: Distanzspektren fur nicht-rekursiven und rekursivenurajscode

4.6 Abschatzung der Fehlerwahrscheinlichkeit

Aus Kapitel 3 ist schon von den Blockcodes bekannt, dass eiteF auftritt, wenn die bedingte Wahrschein-
lichkeit fur die korrekte Codesequerkleiner als fir eine andere Folge# x ist (P(y | X) < P(y | @) Va # x).
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Unter Verwendung der Gleichungen (4.17) und (4.19) und Ardueg detUnion Bounderhalten wir folgende
Wahrscheinlichkeit fiir eine Fehlentscheidung

N-1 N-1

Pv = P(Inp(y|x) <Inp(yla)) =P (;Ov(y(é) | x(£)) < go y(y(?) | a(@))

Nt N-1 N-1 n N-1 n
- P (Zoy(ﬁ)x(é) < Zoy(ﬁ)a(£)> = (go _;yi (O)xi(6) < go _;yi (z)a(g)>

N—1 n
- P( 53 2@0-xw) -yi<e>>0) (4.29)
_{ 4\/Es fira(f) #x()

0 sonst

Unter der Annahme, dass die Nullsequenz gesendet wurdmemetlie Codesymbole nur den Weyt/) =
—+/Es an. AuRerdem sollen sichundx in genaud Stellen unterscheiden, d.h. die Hamming-Distanz betragt
du(a,x) = wy(a) = d. Dann gibt es in Gl. (4.29) nut Summanden ungleich Null und die paarweise Fehler-
wahrscheinlichkeiPy fur zwei Sequenzen mit der Distaddautet

Pi=P( 33 (>0 (4:30)
—~—

% (0)7#a(0)
Y

Die Summe Ubed Empfangswerts; ist eine gaul3verteilte Zufallsgroe(zentraler Grenzwertsatz) mit
Mittelwert: Y = —d - v/Es/Ts
Varianz:a2 =d-No/2/Ts.

Die Wahrscheinlichkeit fiir ein Verwechseln zweier Sequeenmit der Hamming-Distand zueinander ergibt
sich dann zu
1 Es\ 1 Ep
=Py = > erfc( dNo> =5 erfc(,/chN()) . (4.31)

Abschatzung der Sequenzfehlerwahrscheinlichkeit

Zur Berechnung der Auftrittswahrscheinlichkeit fir ewrfi@ecodierfehler sind jetzt wie bei den Blockcodes alle
Sequenzen zu betrachten. Hierzu kann das schon bekantdef3isektrum herangezogen werden, d.h. speziell
den Koeffizienterag aus Gl. (4.27). Wir erhalten den Ausdruck

PwSgad-Pd:%-gad-erch/chE—D ) (4.32)

Abschatzung der Bitfehlerwahrscheinlichkeit

In der Praxis ist haufig auch die Bitfehlerrd®g von Interesse. Zur Bestimmung véy ist jedoch noch die
Anzahl der fehlerhaften uncodierten Informationsbit edéslich. Die Annahme der gesendeten Nullsequenz
erlaubt nun die ausschlief3liche Beriicksichtigung desé&inin der Informationssequenz. Diese Information
steckt im Exponenten valW des Distanzspektrums und somit im KoeffizienegnWir erhalten den Ausdruck

Ay < %ch .erfc<, /dacﬁ_z> | (4.33)
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Die analytische Abschatzung der Bitfehlerrate hangtdemDistanzeigenschaften des jeweiligen Codes (Koef-
fizientency) und den Kanaleigenschaften (Fehlerwahrscheinlichkgiab. Fir andere Kanale als den AWGN-
Kanal, z.B. BSC oder Schwundkanale, sind in Gl. (4.33) neerR}y neu zu berechnen, ansonsten behalt
Gl. (4.33) ihre Gultigkeit.

Beispiel: 1/2-ratiger Faltungscode miit. = 3, g1 = 73, g> = 5g

[ee]

T(W,D,L) = ;mﬂ+D¢H44u¢W4

00

5
Uszauﬂ):(z?4W = |ag=29""
=5

:(;2*5M—4)Dd = |cg=(d—4).29-5
=5

1 & d-5 /o Eb
Pbgé-(gg)(d—4)-2 -erfc( dPCN—O> (4.34)

Vergleich Simulation / Analyt. Abschatzung

10 T \ T T T T ]
: o Simulation |
\\\\ -~ d<5 |
ZI.O_lr\Q : d<6 .
VO\O\ . - d§7
g \\\ -~ d<20
0 e N
-2 - _ \O\O \\
10 E \\\\ : \\O . -
m B i
=~ O
-3 S ~.0
10 'k L TN E
\\ \\é\\
\\\ \\®\
. \§®\
107} Do ;
\\ §Q
10_5 I I I | I ~ 0
0 1 2 3 4 5 6

10l0g;o(En/No) —
Bild 4.14: Vergleich von Simulationsergebnissen mit der analytischbschatzung der Bitfehlerrate fur Faltungscode
mit g1 = 5g, g2 = 7s undUbertragung tiber einen AWGN-Kanal

e Asymptotische BitfehlerrateE,/No — ) allein durch freie Distand; bestimmt
e FUr Bitfehlerrate im 'mittleren’ Bereich gesamtes Distapektrum erforderlich

e FUr grol3e Fehlerraten /kleine Signal-Rausch-Abstasdénion Boundsehr ungenau

Zum Codiergewinn:
Die Beurteilung eines Kanalcodierungsverfahrens erfiigier Regel Gber den Codiergewinn. Dieser wird

4.6. ABSCHATZUNG DER FEHLERWAHRSCHEINLICHKEIT 101



Kanalcodierung | \J Universitat Bremen
Dr.-Ing. Volker Kiihn, Dr.-Ing. Dirk Wilbben Fachbereich 1, ANT

noch einmal in den Bildern 4.15 veranschaulicht. Im linkeadbamm sind die Bitfehlerkurven fiir den unco-
dierten Fall und den im Beispiel behandelten Faltungscedeund nach der Decodierung) angegeben. Durch
die Kanalcodierung mit der Coderd®e = 1/2 wird die EnergieE, eines Informationsbit auf 2 Codebit verteilt,
d.h. bei konstanter&y ergibt sich eirkEy/No-Verlust von 3 dB auf dem Kanal (vor der Decodierung). Der €od
muss nun diesen Verlust mehr als kompensieren, damit nadded®dierung noch ein Gewinn tbrig bleibt. In
unserem Beispiel betragt dieser ca. 3.5 dB bei einer FaidevonP, = 107°.

Das rechte Diagramm zeigt die Verhaltnisse in Abhangdigken Es/No, d.h. die Energie pro Codebit ist kon-
stant. Dann betragt der Gewinn ca. 6.5 dB, allerdings wied hicht der hohere Bandbreitenbedarf durch die
Codierung bericksichtigt. In der Literatur ist die ersterfellung die gebrauchliche.

o Veranschaulichung des Codiergewinns 0 Veranschaulichung des Codiergewinns
10 : : 10 T T : :
uncodiert uncodiert
-e - vor Decodierung : - e~ vor Decodierung
b o e i _ i
1070 %0 e . nach Decodierung 1074 : —— nach Decodierung
el

T o S T

10° S 5
o e o4
Ll o L
2} o a1]

-3 ®
10 ¢ X o, 3
X N
s Q
\ 5
10 % -
»\Y \
X
10_5 I I N I I I A I I I I
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
10log;o(En/No) — 10log;o(Es/No) —

Bild 4.15: Veranschaulichung des Codiergewinns fur Faltungscodeginat 5g, g2 = 7s beim AWGN-Kanal

4.7 Beispiele fur die Leistungshhigkeit von Faltungscodes

Einfluss der Quantisierung

Zunachst soll noch einmal der Einfluss der Quantisierungeargang eines Empfangers untersucht werden.
Durch die Quantisierung vor der Decodierung geht Inforamatinwiderruflich verloren, was im Fall einer
Hard-Decisionin Bild 4.16 deutlich zu sehen ist. Eine 3-Bit-Quantisiegu@-stufig) weist dagegen nur noch
kleine Verluste gegenuiber dem unquantisierten Fall auf.

Einfluss der Einflusshngel.

Nun soll der Einfluss de€Constraint Length L naher erlautert werden. Wie schon mehrfach erwahnt eyurd
nimmt die Leistungsfahigkeit von Faltungscodes mit grdgr Einflusslange zu (s. Bild 4.17). Allerdings steigt
mit wachsenderh auch der Decodieraufwand exponentiell an, da die AnzatZdstande im Trellisdiagramm
von der Speicherlange des Codierers abhangt. Es istialdtenpromil zwischen hohem Codiergewinn und
praktikablen Decodieraufwand zu finden.

Die analytische Abschatzung mit Hilfe delnion Boundist unabhangig vor.. fur geringe Signal-Rausch-
Abstande sehr ungenau, bei steigendem Signal-Rausdasfthsimmt die Genauigkeit zu. AuRerdem reicht es
bei kleinen Bitfehlerraten aus, nur wenige Distanzen dek®pms zu beriicksichtigen. Wahrend also fur hohe
Signal-Rausch-Abstande die Monte-Carlo-Simulationer swufwendig sind und sich somit eine analytische
Abschatzung der Bitfehlerrate anbietet, sind Monte-@&imulationen fiir niedrige Signal-Rausch-Abstande
Zu bevorzugen.
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Einfluss der Quantisierung

10 F T T T i
; —keine

-5 I I I I I I

0 1 2 3 4 5 6 7 8

10log;o(En/No) — )
Bild 4.16: Bitfehlerraten fur verschiedene Quantisierungsstuter-altungscode mij; = 5g, g2 = 7s undUbertragung

Uber einen AWGN-Kanal

Einflul3 der Constraint Length
10 T T T

BER —

10log;o(En/No) — )
Bild 4.17: Bitfehlerraten fiir verschiedene Einflusslangen f{/2-tatige Faltungscode beibertragung uber einen

AWGN-Kanal

Einfluss der Coderate
Zum Abschluss soll noch die Coderdgbetrachtet werden. Mit sinkender Coderate (mehr Redundiéhere

Bandbreite) nimmt die Leistungsfahigkeit von Faltungieo zu. In Bild 4.18 wird dabei grolRere Bandbreite
durch die Abzissenskalierung akf/Np bertcksichtigt. Codes der RaRg > 1/2 wurden durch Punktierung
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des halbratigen Codes konstruiert.

Einflu3 der Coderate

10 T T T
Re=1/4
Re=1/3 |]
Re=1/2 | |
Re=2/2 | |
Rc=3/4
T -
5 :
1]
m
5 6

10l0g;o(En/No) — )
Bild 4.18: Bitfehlerraten fur verschiedene Coderaten fur Faltende mit Einflusslange. = 9 und Ubertragung tuber
einen AWGN-Kanal
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