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Kapitel 1

Verkettete Codes

1.1 Einfuhrung

Motivation

Ziel der Codierungstheorie ist es, die Kanalkapazitat 8aannon zu erreichen. Praktische Codes wie die im
letzten Semester behandelten Faltungs- und Blockcoddswait von dieser theoretischen Grenze entfernt.
Ein entscheidender Nachteil von ihnen besteht darin, déssimehmender Leistungsfahigkeit auch der Deco-
dieraufwand ansteigt, meistens wachst er exponentielDaher setzt die praktische Realisierbarkeit der Lei-
stungsfahigkeit dieser Codes schnell Grenzen. Zwar stiesir eine Frage der Zeit, bis die Technologie einen
hoheren Aufwand bei der Decodierung erlaubt. Trotzdeitit sieh die Frage, ob nur durch VergroR3erung der

Einflusslange bei Faltungscodes bzw. der Blocklange hmk8odes die Kapazitat nach Shannon prinzipiell

erreicht werden kann.

Einen anderen Weg zur Konstruktion leistungsfahiger KEfdes zeigte Forney bereits im Jahr 1966, als er
erstmals die Verkettung einfacher Teilcodes vorstellta$b]. Seit dieser Zeit sind gerade in den vergangenen
Jahren enorme Fortschritte zu verzeichnen gewesen. Heheloen ist hier das Jahr 1993, als zum ersten Mal
die sogenanntemurbo-Codegprasentiert wurden, einer geschickten parallelen Anamdreweier Faltungsco-
des, mit denen die Kapazitatsgrenze von Shannon so diehhagh nie erreicht wurde (Abstand nur noch
0,5 dB bei einer Fehlerrate van, = 10~°).

Idee

Die grundlegende Idee besteht also darin, einfache Codehigkt miteinander zu verkniipfen, so dass ein
Gesamtcode entsteht, der leistungsfahiger als die eezd{omponentencodes ist. Gleichzeitig muss er aber
auch einfacher zu decodieren sein. Dies soll an einem Btis@her erlautert werden. Die heute zur Verfligung
stehende Technologie erlaubt beispielsweise im Consweredn die Decodierung eines Faltungscodes mit
der Einflusslangd.. = 9, d.h. es ist ein Trellisdiagramm bestehend 2tis= 256 Zustanden abzuarbeiten.
Wiurde man nun 2 Faltungscodes mhit= 3 verknupfen, ergabe sich ein Aufwand, der einem Trelligtamm
von 2 - 22 = 8 Zustanden, also nur der 64-ste Teil des Aufwandes. Bsitiokgt man nun eine wiederholte
Decodierung des verketteten Codes (Turbo-DecodieruBg 62terationen, mehr dazu spater), ergibt sich ein
Aufwand von6 - 8 = 48 Zustanden, also immer noch weniger als ein Funftel dgziunglichen Aufwandes.
Ob der resultierende Gesamtcode genauso gut oder gar ltsaérd im Folgenden ausfuhrlich diskutiert.

Prinzipiell unterscheiden wir zwei Arten der Codeverkegiu

Serielle Verkettung

e Codes sind seriell hintereinander angeordnet

¢ Jeder nachfolgende Codierer codiert den gesamten Daiangtklusive der bereits erzeugten Redun-
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danzbit

e Bei zwei Teilcodes spricht man auch von einem inneren Codeynd einem aufieren Codé()

%E—'E—’ . . . %E—’
—)3—>3—> . . . —>3—>3—'

innerer Code

dullerer Code

Bild 1.1: Serielle Codeverkettung

Parallele Verkettung
e Teilcodes sind nun parallel angeordnet
e Jeder Teilcodierer erhalt nur die Informationsbit, nidle Redundanzbit der Ubrigen Codierer

e Die Ausgangssignale der einzelnen Teilcodierer sind dpechllel-seriell-Umsetzung zu einem Daten-
strom zusammenzufiigen.

Y

il

Code C, P

Code C,

L» Code C,

Bild 1.2: Parallele Codeverkettung

S

In vielen praktischen Systemen sind ebenfalls verketteidieglsysteme zu finden. So kommen z.B. im GSM-
Netz seriell verkniipfte Faltungscodes und CRC-Codes zingaEz. Wahrend erstere zur Fehlerkorrektur die-
nen, bewerkstelligen letztere die Fehlererkennung. Satintige Kontrollkanale verwenden anstelle der CRC-
Codes auch Fire-Codes zur Fehlerkorrektur.

Bei Weltraummissionen wie beispielsweise der Galileositis findet dieUbertragung bei sehr niedrigen
Signal-Rausch-Abstanden statt, da die Sendeleistuaggstregrenzt ist und sehr grof3e Entfernungen zu tiber-
bricken sind. Aus diesem Grund sind hier Codes zu bevorzufje unter diesen extremen Randbedingungen
gute Ergebnisse erzielen. Das System der NASA verwendeétradsen Code einen Faltungscode, fur den mit
dem Viterbi-Algorithmus ein effizientes Verfahren zur Sbicision-Decodierung zur Verfugung steht. Als
aulRerer Code wird ein Reed-Solomon-Code eingesetztetiegst zur Korrektur von Bundelfehlern geeignet
ist und somit die Fehlerblindel am Ausgang des Viterbi-Athmus korrigieren kann.

1.1. EINFUHRUNG 2
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Im Rahmen dieser Vorlesung sollen nicht alle Einzelheitimpei der Verkettung von Codes eine Rolle spielen
behandelt werden. Vielmehr ist es die Aufgabe, ein gruretidgs Verstandnis fur die grobe Funktionsweise
verschiedenen Prinzipien zu entwickeln. Insbesondergetetive Decodierung in Kapitel 1.7 mit ihren spezi-

ellen Decodieralgorithmen ist ein sehr komplexes Feld hilzte in seiner Vollstandigkeit abgehandelt werden
kann und noch Gegenstand der aktuellen Forschung ist.

Abschnitt 1.3.2 enthalt einen einfachen Einstieg in dabi@ealer verketteten Codesgncatenated codgs
und erlautert am Beispiel einfacher Produktcodes derdhaAuund Struktur sowie den Unterschied zwischen
serieller und paralleler Verkettung. Danach werden irr #ligrze die erwahnten Turbo-Codes vorgestellt und
im Anschluf3 ein leistungsfahiges Verfahren zur Decodigrverketteter Codes erklart. Bevor jedoch auf eine
geschickte Verkettung einfacher Teilcodes eingegangesh eifolgt in nachsten Abschnitt zunachst ein kurzer
Einschub zur Erklarung ddasterleaving

1.2 Interleaving (Codespreizung)

Diese auch al€odespreizungoder Verschachtelungbekannte Technik beeinfluf3t in hohem MalRRe die Lei-
stungsfahigkeit verketteter Codes und stellt somit eif@htige zu optimierende Komponente dar. Interleaver
werden nicht nur in Zusammenhang mit verketteten Codesaratet, sondern kommen auch bei der Spreizung
von Bindelfehlern, die z.B. durch Fading entstanden sinnh Einsatz.

1.2.1 Blockinterleaver

Der BegriffInterleavingbeschreibt die Permutation einer Symbolfolgel.h. die Veranderung der Reihenfolge
der inx enthaltenen Symbole. Der einfachste Fall ist der sogeadintkinterleaver, welcher in Bild 1.3
abgebildet ist. In diesem Beispiel besteht er aus 3 ZeilehfuSpalten. Er wird Spalte fur Spalte mit dem
Eingangsvektor

X = (xg X1 T2 T3 T4 T5 Te T7 T L9 T10 T11 T12 T13 T14)

beschrieben, allerdings zeilenweise ausgelesen. Sdamaiten wir

X = (x0 x3 T6 Ty T12 T1 T4 T7 T10 T13 T2 T5 T8 T11 L14)

iSchreiben

—>
Xo | X3 | X6 | X0 | X2
Lesen

Xl X4 | X7 | X0 | X13

Xo | Xs | X | X11 | X4

Bild 1.3: Allgemeiner Aufbau eines Interleavers

Es ist zu erkennen, dass zwischen urspriinglich benaemb8stmbolen nun ein Abstand vdr = 5 existiert.
Dieser Abstand wird alinterleavingtiefe bezeichnet. Die optimale Dimensionierung des Interleabéngt
von mehreren Faktoren ab und wird auch durch den jeweiliggw®&hdungszweck beeinfluf3t.

Anzahl der Spalten

Die Anzahl der Spalten bestimmt direkt die Interleavinfgtie;. Sollen beispielsweise Biindelfehler bis zu einer
Langeb am Eingang eines Viterbi-Decodierers aufgebrochen werdessL; > b gelten, damit sichergestellt
ist, dass sich der Bundelfehler Iry Einzelfehler aufteilt. Dabei ist leicht einzusehen, ddedmterleavingtiefe
vergroRert werden kann, wenn die Anzahl der Spalten enhiit.

1.2.INTERLEAVINGCODESPREIZUNG) 3
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Anzahl der Zeilen

Die zweite Dimension, also die Anzahl der Zeilen, hangt fadgender Betrachtung ab. Bei einem Faltungsco-
de der Einflusslangg. = 5 sind beispielsweise aufgrund des Gedachtnisses 5 anflEnéolgende Codeworte
eng miteinander korreliert. Bei einer Coderate vtyn= 1/2 heif3t das, dass 10 aufeinander folgende Bit korre-
liert sind. Sollen diese durch den Interleaver moglichsit\@useinander gespreizt werden (namlich Bgitum

sie gut vor Blindelfehlern zu schiitzen), so muss die Zedlehl../R. = 10 betragen. Dann ist sichergestellt,
dass jedes dieser 10 Bit zu seinem Nachbarn einen Abstand poesitzt.

Verzogerungszeiten
Dabei gilt zu beachten, dass der Inhalt in der Regel erstedesgn werden kann, wenn der Speicherbereich
komplett beschrieben worden ist. Hierdurch entsteht gistembedingte Verzogerungszeit

At = Zeilen - Spalten - T}, (1.2)

(Regelungstechniker wiirden von Totzeit sprechen), ditséine Werte nicht Uberschreiten darf. So gibt es
fur die Duplex-SprachiUbertragung zwar keinen festem@sert einer maximalen Verzogerungszeit, mehr als
einige 10 ms gelten aber als nicht tolerierbar. Hieraustfalgss z.B. bei einer Datenrate von 9,6 kbit/s eine
Interleavergrof3e von nur etwa 400 bit schon an der oberenzerliegt, denn es gilt fur Interleaving (Sender)

undDe-Interleaving (Empfanger)
400

9600/ s

Im GSM-Netz werden fir den vollratigen Sprachkanal etwa Xbit/s Uibertragen. Fir diese Bruttodatenrate
ergibt sich bei 400 Bit Interleavergrof3e eine Verzoggezeit von

2-At=2 =83,3ms

400

22.800/s

=35ms

In der Literatur findet man auch Angaben Giber maximal zidiesVerzogerungszeiten die wesentlich restrikti-
ver sind (z.B. 20 ms).

1.2.2 Faltungsinterleaving

Auf das sogenannte Faltungsinterleaving soll an diesdleSieht weiter eingegangen werden. Es sei nur
soviel gesagt, dass die Funktionsweise der des Blockaaarigs stark ahnelt. Allerdings erreicht man die
gleiche Interleavingtiefe schon fur geringere Verzoggszeiten. Fur weiterfuhrende Informationen wird auf
die Literatur [Fri96] verwiesen.

1.2.3 Zufallsinterleaving

Insbesondere das Blockinterleaving sorgt mit seiner sfalmanigen Struktur dafiir, dass Symbole mit einem
gewissen Abstand auch nach der Verschachtelung noch deheagieAbstand zueinander oder aber ein ganz-
zahliges Vielfaches davon besitzen. Dies fuhrt insbesmntei den spater noch zu behandelnden Turbo-Codes
dazu, dass sich schlechte Distanzeigenschaften des Cagdee. Daher ist es in diesen Fallen von Vorteil,
die Codespreizung quasi-zufallig zu gestalten, d.h. died&r Permutation ist dem Empfanger naturlich be-
kannt, sie sollte aber keine systematische Struktur agémeiDerartige Interleaver kdonnen nicht systematisch
konstruiert werden, sondern miissen per Rechnersuchéiteptimiert werden.

1.2.INTERLEAVINGCODESPREIZUNG) 4
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1.3 Serielle Codeverkettung

1.3.1 Vorbetrachtungen

Beispiel 1:Serielle Verkettung von (3,2,2)-SPC-Code und (4,3,2)-%0de

Wir wollen uns anhand eines sehr einfachen Beispiels dehgadden Verkettung zweier Codes nahern. Dazu
betrachten wir zunachst einen einfachen (3,2,2)-SPG(idgle-Parity-Chedk der seriell mit einem (4,3,2)-
SPC-Code verknipft werden soll. Die Coderate des vetkett€odes betragR. = 2/4 = 1/2, Uber die
Mindestdistanz muss im Folgenden diskutiert werden.

u C ¢ C )
— 1 2

2 (3,2,2)-SPC 3 (4,3,2)-SPC 4
dmin =2 dmin =2

Bild 1.4: Serielle Codeverkettung zweier SPC-Codes

SPC-Codes hangen dem Informationswortin einfaches Paritatsbit an, sie besitzen also die Mildistanz
dmin = 2. Es stellt sich nun die Frage, welche Mindestdistanz di&atenng hat. Rein anschaulich wiirde man
eine Distanz groRer als 2 vermuten. Fur dieses einfacispiBklasst sich das Distanzspektrum noch anhand
einer Tabelle erlautern.

u ‘ c1 ‘ Co "LUH(CQ)
00| 000|0000O0 0
01,011/0110 2
10({101|1010 2
11(110(1100 2

Tabelle 1.1:Codeworte der Verkettung von auf3erem (3,2,2)-SPC undénmé4,3,2)-SPC

Da es sich um einen linearen Code handelt, reicht es aus atecfite der Codeworter zu betrachten und nicht
die Distanzen untereinander. Es ist sofort ersichtliclssahe Mindestdistanz nach wie véy;, = 2 betragt.
Offensichtlich fuhrt eine Verkettung von Codes nicht anéisch zu einer Verbesserung der Distanzeigenschaf-
ten. Das folgende Beispiel veranschaulicht, dass bei ehggder Kombination zweier Codes der Gesamtcode
die freie Distanz des inneren Codes Ubernimmt.

Beispiel 2:Serielle Verkettung von (4,3,2)-SPCY) und (7,4,3)-Hamming-Code&’t)
Die Coderate dieser Verkettung laufet = 3/7.

u C1 Co 'wH(Cg) (~32 'wH(ég)
000|0000|000C0OO0O 0 0000000 0
001/0011|{00110012 3 0001111 4
010/0101|0101010 3 0110011 4
011/0110|{01100112 4 0111100 4
100({1001/1001100 3 1010101 4
101({1010(1010101 4 1011010 4
110({1100(1100110 4 1100110 4
111)11111/1111111 7 1101001 4

Tabelle 1.2:Codeworte der Verkettung von aul3erem (4,3,2)-SPC undénmé/,4,3)-Hamming-Codé{ sind geschickt
gewahlte Codeworte zur Erhohung der Mindestdistanziguf = 4)

Der aulRere (4,3,2)-SPC-Code besitzt die Mindestdiaﬁ&rﬁﬂz = 2, wahrend der innere (7,4,3)-Hammingcode

1.3. SERIELLE CODEVERKETTUNG 5
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bekannterweise die Mindestdistan]zi)n = 3 hat. Sie stellt gemaf obiger Tabelle auch die kleinsteaDist
des verketteten Codes dar. Hieraus folgt, dass die Verigttweier Codes nicht zwingend zu einem besseren
Gesamtcode fiihrt. Vielmehr wirkt sich der au3ere Codeaigdat aus und die Mindestdistanz des inneren Codes
bestimmt auch die Mindestdistanz des Gesamtcodes.

Verantwortlich fur das Scheitern einer Codeverketturniglis Zuordnung der Codewortg des aufReren Co-
des auf die Codeworte, des inneren. Der auf3ere Codierer sorgt durch das Hinenfiign Redundanz fr
eine Teilmengenbildung, d.h. d&A = 16 prinzipiell moglichen Eingangsworten am inneren Codigreten
tatsachlich nue® = 8 auf. Dies hat zur Folge, dass von 16 moglichen Hamming-®@oden nur 8 verwen-
det werden. Erfolgt die Auswahl der 8 verwendeten Codewsoteingeschickt, dass sie zufallig die kleinst
mogliche Hamming-Distanz untereinander aufweisen, Wieddurch auch die Gesamtdistanz des verketteten
Codes dominiert; der aul3ere Code wirkt sich nicht auf digtddizeigenschaften aus. Hieraus kann das Ziel
formuliert werden, dass die tatsachlich benutzten 8 Codewso zu wahlen sind, dass sie moglichst grol3e
Distanzen untereinander aufweisen. Dann wiirde sich —wiabelle 1.2 mit,; gezeigt — fir den Gesamtcode
eine hohere minimale Hamming-Distanz (im Beispigl,, = 4) ergeben, als sie der innere Code besitzt.

Wie muss die Verkettung von Codes im allgemeinen erfolgen ainit sich fir den verketteten
Code optimale Distanzeigenschaften ergeben?

1.3.2 Produktcodes

Eine geschickte Verkettung von Codes stellen die Proddieeaar. Auch wenn es auf den ersten Blick nicht
sofort ersichtlich ist, stellt der folgende Aufbau die sée Verkettung zweier Codes dar.

k n-k
i u —p
c
-k p‘ | p]
C\

Bild 1.5: Allgemeiner Aufbau eines Produktcodes

Ein Matrix u bestehend ausl - &~ Informationsbit wird ink! Zeilen undk~ Spalten angeordnet. Die Infor-
mationsbit dieser Matrix werden dann zeilenweise ehmizontalen Codierunglurch einen systematischen
(n—,k~,d™)-BlockcodeC~ unterzogen. Jede Zeile stellt ein eigenes Codewort damse idsgesanit' Co-
deworter generiert wurden. Die erzeugten Prifbit sinden Prifmatrixp~ zusammengefal3t. Die Coderate
des horizontalen Codes betrdgt = Z—:

AnschlieRend erfolgt eineertikale Codierungller bisher erzeugten Codeworte mit einem ebenfalls syste
tischen ¢!, k!, d')-BlockcodeC!, wobei jede Spalte ein eigenes Codewort darstellt. DiébRrder Informati-
onsmatrixu sind in p/ zusammengefaft worden, die Priifbit der Priifmatrixin pT. Die Coderate betragt

hier B, = &

nl’

1.3. SERIELLE CODEVERKETTUNG 6
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Anmerkung:

Werden lineare Teilcodes eingesetzt (wir gehen in der ¥arlg immer davon aus), so stellen alle Zeilen als
auch alle Spalten gilltige Codeworte v6tt bzw. C! dar. Dies ist nicht unbedingt selbstverstandlich, da die
Prufmatrixp™ lediglich durch die vertikale Codierung erzeugt wurde.deistellt aber eine Linearkombination
der horizontalen Codeworte dar, wodurch sich aufgrund dezdritat wiederum ein giltiges Codewort &uis
ergibt.

Die in Bild 1.5 dargestellte Anordnung entspricht einer seiellen Verkettung von C~ und C!, da alle von
C~ erzeugten Codeworte anschlieBend komplett durcid’! abermals codiert werden.

Die Coderate lautet somit |
k= -k

R, = =R, -R! (1.2)
n=-nl

und setzt sich somit aus dem Produkt der Coderatentvorund C! zusammen. Fiir die Minimaldistanz des
Produktcodes gilt
dinin = dy, -,

o G - (1.3)
Wahrend GlI. (1.2) selbsterklarend ist, lasst sich GB)Yfolgendermal3en veranschaulichen. Wir stellen uns vor,
dassu nur eine Zeile enthalt, die Binarstellen ungleich Nultheiit. Das sich ergebende Codewort dieser Zeile
habe das minimale Gewichf . des horizontalen Codes. Fur jede dgf Binarstellen ungleich Null (und

nur fir diese) erzeugt der vertikale Codé genaud_; Codeworte, welche jeweils mindestens das Gewicht
d . besitzen. Die kleinste vorkommende Distanz ergibt sich alss dem Produkt der minimalen Distanzen

min

der beiden Teilcodes und ist somit grol3er als diese.

Frage: Worin besteht der Unterschied zwischen den Produkiodes und der einfachen seriellen Verket-
tung?

Der Produktcode aus Bild 1.5 besitzt inharent einen Bluekleaver. Dies ist der Tatsache zu entnehmen,
dassC~ mit der zeilenweisen Codierung andere Informationsbitiaare Codewort zusammenfaRt &ls mit

der vertikalen Codierung. Produktcodes enthalten alseneBlockinterleaver mit~ Spalten und:! Zeilen.
Hierdurch erhoht sich die Mindestdistanz des verkett€tedes gegeniiber dem Beispiel aus Abschnitt 1.3.1.

u B C C1 | Co
—> C=C I C=C

Bild 1.6: Serielle Verkettung zweier Codes mit Interleaving

Die Auswirkungen einer gro3eren Mindestdistanz sollefolgendem Beispiel verdeutlicht werden.

Beispiel 3:

Wir konstruieren einen (12,6,4)-Produktcode aus den sebomBeispiel 1 in Abschnitt 1.3.1 bekannten (3,2,2)-
und (4,3,2)-SPC-Codes. (siehe Bild 1.7). Die Coderate defuRtcodesk,. = 6/12 = 1/2 verandert sich nicht
gegeniber der des verketteten Codes ohne Codespreizeanynizrschied besteht vielmehr darin, dass durch
den Einsatz des Interleavers 3 Informationswartgemeinsam ein verkettetes Codewort ergeben. Hierdurch
wurde die Blocklange der einfachen Verkniipfung ohne GprEzung vom = 4 auf jetztn = 12 vergroliert,
was — wie wir wissen — fiir Blockcodes ein grof3er Vorteil Bies fuhrt zu folgender Verbesserung.

Die als Teilcode verwendeten SPC-Codes besitzen beide wtidestdistanz 2 und kdnnen somit 1 Fehler
erkennen, allerdings keine Fehler korrigieren. Die Vegfing zu einem Produktcode erhoht nun nach Gl. (1.3)
die Mindestdistanz auf 4, so dass 1 Fehler korrigiert undi8dferkannt werden kdnnen.

Die Fehlerkorrektur ist in Bild 1.7 noch einmal veransciaul Ist das Symbok; fehlerhaft, so sprechen
sowohl die Zeilenprifung der 2. Zeile als auch die Spaltgiymg der 1. Spalte an. Beide kdnnen nur einen
Fehler erkennen, ihr Schnittpunkt gibt jedoch exakt didelidtafte Stelle an.
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Xy | x4 | xg

G| | =

X | X6 | *10

X3 [ X7 | X1

Bild 1.7: Beispiel 3: (12,6,4)-Produktcode bestehend aus (3,2r2){(4,3,2)-SPC-Codes

Die Singleton-Schranke aus dem letzten Semester gab arhewdindestdistand,,;,, ein (n, k)-Code maximal
annehmen kann. Sie betragt fir das obige Beispiel

Apin <n—k+1=12—-6+1=7

und zeigt, dass dieser Produktcode auch kein MDS-Chidi(num Distance Separablest (vgl. Hamming-

Schranke2" % =26 =64 > ! _ (") =221, (1) = 13).

Beispiel 4:
Die beiden aus Beispiel 2 bekannten Teilcodes werden numemg28,12,4)-Produktcode kombiniert (siehe

Bild 1.8). Die Coderatek. = 12/28 = 3/7 verandert sich nicht gegenuber der des verketteten Calues

Codespreizung. Die neue minimale Gesamtdistanz be®#dtd,;, = 2 - 3 = 6. Damit lassen sich nun 2
Fehler korrigieren und 5 erkennen.

Xo | X7 | X1a | X2 Xo | X7 | *14 | *21
@ X3 | X5 | *22 @ Xg @ X2
X | Xo | X16 | X23 X | Xo | %16 | X23
X3 | X10 | *17 | Xo4 X3 | X10 | *17 | Xo4
X1 | *18 | X2s Xg | X1p | X18 | Xos
X5 | X2 | X19] Y26 Xs | 12 | X109 X26
X6 | X13 | *20] X27 X6 | ¥13 | X20| X27

Bild 1.8: Beispiel 4: (28,12,6)-Produktcode bestehend aus (437Z)-Code und (7,4,3)-Hamming-Code
Die Singleton-Schranke lautet hier
Apin <N —k+1=28-12+1=17
und zeigt, dass auch dieser Produktcode kein MDS-Code éh(hing-Schranke2'* > 3°2_ (%) = 407).

Bei diesen sehr einfachen und ibersichtlichen Betragatuist zu beachten, dass als Komponentencodes nicht
sehr leistungsfahige Codes eingesetzt wurden. Zwar gda®Ziel, mit einfachen Teilcodes machtige verkettete
Codes zu generieren, ein (3,2,2)-SPC-Code ist fur seige@te vonk,. = 2/3 allerdings nicht sehr geeignet.
Wir werden spater anhand einiger Beispiele sehen, daksBéirkcodes insbesondere fur hohe Coderaten
eignen und gerade nicht fur Raten von 1/2 oder geringer.

1.3.3 Wabhl der Teilcodes

Selbstverstandlich kdnnen nicht nur Blockcodes in damobeschriebenen Art und Weise seriell miteinander
verknipft werden. Die gleiche Methode ist auch auf zweiradehrere Faltungscodes und auch auf Kombi-
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nationen von Block- und Faltungscodes anwendbar. Preikiglellt sich hier die Frage, welchen Code man
als inneren und welchen man als aul3eren Code wahlt. Diege kst nicht grundsatzlich zu beantworten, die
Antwort hangt von vielen verschiedenen Faktoren ab. Belspeise ist es hinsichtlich des Distanzspektrums
eines verketteten Codes von Vorteil, wenn der auRere Aodereéglichst grof3e freie Distanz besitzt. Demnach
mufte der starkere von zwei Codes als aul3erer Code eirgegrden.

Wie sich spater allerdings zeigen wird, konnen verkettebdes aus Grinden der Realisierbarkeit im allge-
meinen nicht nach deflaximum LikelihooeKriterium decodiert werden. Vielmehr wird die in Abschriit7
beschriebene iterative Decodierung eingesetzt. Flissisiglnstiger, den starkeren Code innen einzusetzen,
da dieser zuerst decodiert wird und somit eine bessere Agshasis fir die Decodierung des auf3eren Codes
liefert.

Im Folgenden werden zwei serielle Codeverkettungen bedtardie beide Faltungscodes einsetzen und die in
Bild 1.6 dargestellte Struktur aufweisen. Die erste Vatkel besteht aus zwei Uiber einen Interleaver verbunde-
nen Faltungscodes. Der auf3ere Codierer kann problentiogniert werden, wohingegen der innere Codierer
die codierte Sequenz des aulReren erhalt und sein Tiadisonm somit offen bleibt.

Die zweite Verkettung setzt sich aus einem aul3eren (t@ertem) Faltungscode und einem inneren Walsh-
Hadamard-Code zusammen. Der Walsh-Hadamard-Code isnearédr, systematischer Blockcode der Rate
1d(M)/M, d.h. er ordnet beispielsweise einem 6-Bit-Eingangswiar64-Bit-Ausgangswort zu. Damit ist der
WH-Code ein niedrigratiger Code. Eine Besonderheit béstatin, dass seine Ausgangsworte orthogonal zu-
einander sind. Aus diesem Grund werden WH-Codes auch aisgmmale Modulationsverfahren interpretiert.
Die Kombination von auRerem Faltungscode und innerem VédeQvird tibrigens in einem Mobilfunksystem
der zweiten Generation, dem Qualcomm-System 1S-95 in deh\gBrvendet.

1.4 Parallele Codeverkettung (Turbo-Codes)

1.4.1 Modifikation der Produktcodes

Am Anfang dieses Kapitels wurde schon die parallele Veudkgitvon Codes angesprochen. Der Unterschied
zur seriellen Verknipfung besteht darin, dass higgschliel3lichdie Informationsbit von mehreren Teilcodes

codiert werden, die jeweiligen Prifbit jedoch nicht. Diasst sich leicht auf die weiter vorne betrachteten
Produktcodes tbertragen. Wir konnen den in Bild 1.5 daigdéen Produktcode in eine parallele Verkettung
zweier Codes uberfiihren, indem wir die Priifhit der Bitiih ™ entfernen. Es ergibt sich dann folgende Struktur.

k n-k

C |

Bild 1.9: Allgemeine Struktur eines unvollstandigen Produktcodes
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Man spricht in diesem Zusammenhang auch von einem uramdigen Produktcode. Er hat die Coderate

R k™ k! B 1
B (e R e R R e =R G
| p—
- 11 11 T 1 11 1~ o Rc\ Rc_ | (1.4)
+RZ_ +R_|c_ R_IC+RE_ Rc +Rc_Rc‘Rc
Hinsichtlich der Mindestdistanz gilt die Beziehung
dpin = d +d 1. (1.5)

Gl. (1.5) ist folgendermalRen zu verstehen. Wir nehmen wiadedass der Informationstail nur eine Zeile
enthalt, die exakt ein Element ungleich Null besitzt, alteigen Zeilen sollen nur Nullen enthalten. Ferner habe
das zugehorige Codewort dieser Zeile das minimale Gewight Die vertikale Decodierung mi'! erzeugt
somit nur ein einziges Codewort ungleich Null, da der RElifticht mehr codiert wird. Dieses Codewort hat
aber ein minimales Gewicht vatﬁmn, so dass sich beide Gewichte addieren. Jetzt muss nur naatkbiehtigt
werden, dass das Informationsbit, welches ungleich Nui] indbeiden Codeworten vorkommt und nur einmal
Ubertragen wird, woraus sich Gl. (1.5) ergibt.

Beispiel 5:Unvollstandiger Produktcode mit (3,2,2)- und (4,3,2)cSBodes

Wir wollen nun die beiden zuvor betrachteten Beispiele 3 4radif unvollstandige Produktcodes anwenden.
Aus den beiden SPC-Codes konstruieren wir einen (11,6@JelRtcode (siehe Bild 1.10). Die Coderdtg =
6/11 verandert sich in diesem Fall wenig gegeniiber dem weoitlitien Produktcode. Allerdings verringert sich
die minimale Distanz gemaf Gl. (1.5) von 4 auf 3. Damittigssh immer noch 1 Fehler korrigieren, aber nur
noch 2 Fehler erkennen.

()| %
X2 | Xs | X0

Bild 1.10: Beispiel 5: (11,6,4)-Produktcode bestehend aus (3,2r#){4,3,2)-SPC-Codes

Die eingekreisten Elemente kennzeichnen die Binarstglieich 1 fir ein mogliches Codewort mit minimalem
Gewicht. Die Singleton-Schranke lautet

Amin <n—k+1=11-6+1=6.

Beispiel 6:

Die beiden aus Beispiel 4 bekannten Teilcodes werden nuinemeunvollstandigen (25,12,4)-Produktcode
kombiniert (siehe Bild 1.11). Die Coderate. = 12/25 vergroRert sich etwas gegeniiber dem vollstandigen
Produktcode. Die neue minimale Gesamtdistanz betragtdgt, = 2 + 3 — 1 = 4. Damit lassen sich nun 2
Fehler erkennen und 1 Fehler korrigieren.

Die Singleton-Schranke lautet hier

Amin Sn—k+1=25-12+4+1=14.
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Bild 1.11: Beispiel 6: (25,12,4)-Produktcode bestehend aus (43FZ}-Code und (7,4,3)-Hamming-Code

1.4.2 Turbo-Codes

Die so genannteiiurbo-Codesvurden erstmals im Jahr 1993 von Berrou, Glavieux und Thitmma vor-
gestellt. Ihre Leistungsfahigkeit versetzte die gesdraighwelt in helle Aufregung, war es doch erstmals ge-
lungen, sich der Kapazitatsgrenze nach Shannon auf bisszdB)zu nahern (gangige im letzten Semester
vorgestellte Faltungscodes liegen etwa 3-5 dB von ihr emtifeDieser gewaltige Unterschied wird noch ein-
mal in Bild 1.12 veranschaulicht. Es ist zu erkennen, dasgumehmender Einflusslandg die Faltungscodes

an Leistungsfahigkeit gewinnen, diese Gewinne scheibeniammer kleiner zu werden. Damit ist abgesehen
vom exponentiell steigenden Decodieraufwand mit diesddmMdhme die Kapazitatsgrenze nach Shannon vor-
aussichtlich nicht zu erreichen.

Vergleich Faltungscodes — Turbo—Codes mit R’c:1/2

10 F T T I B
i —o— Lc=3 ||
—— Lc=5 |]
& —— Lc=7 |J
- —4— Lc=9 ||
107608 : T1C
10_2§ \ E
T
D;Q b
10_3? |
10_45* 3
10_5 I 1 I \ 1 J
0 1 2 3 4 5 6

Ey/Ny in dB —
Bild 1.12: Vergleich der Bitfehlerraten fiir klassische Faltungssodnd Turbo-Code

Demgegentiiber erreicht der hier dargestellte Turbo-CideFehlerrate vo, = 10~° bei 0,5 dB, was einem
Gewinn gegeniiber dem Faltungscode fmit= 9 von knapp 3 dB entspricht. Dies ist mit konventionellen
Faltungscodes nicht zu erreichen.
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Dieses Ergebnis ist ein wichtiger Meilenstein in der Caglgstheorie, da mit Hilfe der Turbo-Codes viele
wichtige Eigenschaften verketteter Codes zu analysidreh Bleben der geschickten Kombination mehrerer
Codes, die Gegenstand dieses Abschnitts ist, spielt felereiterative Decodierprozel’ eine wichtige Rolle.
Seiner speziellen Struktur verdanken die Turbo-Codes #uweh Namen. Da diese spezielle Art der Decodie-
rung auch fur die im vorigen Abschnitt behandelten Procottés angewendet wird, erfolgt die Beschreibung
separat im nachsten Abschnitt.

Seit ihrer ersten Vorstellung beschaftigen sich weltweitahlige Forscher mit den Turbo-Codes. Sie sorgten
gewissermalflen fur eine Initialziindung, den die iteeadecodierung wurde nun auf viele Bereiche auch au-
Rerhalb der Codierung angewandt (mehr dazu im nachstechAity. Einige sehr interessante und wichtige
Eigenschaften der Turbo-Codes wurden erst nach ihrer Ekliwig analysiert und verstanden, so z.B. der ei-
gentliche Grund fur ihre bisher noch nie erreichte Leiggiahigkeit. Wir wollen in dieser Vorlesung lediglich
die Grundlagen der Turbo-Codes erlautern. Auch werdent r@itte Aussagen durch mathematische Bewei-
se oder Herleitungen belegt. Vielmehr geht es darum, dagipielle Verstandnis fir diese spezielle Art der
Codeverkettung zu verstehen.

Allgemeiner Aufbau von Turbo-Codes

Den generellen Aufbau eines Turbo-Codierers zeigt Bil@1Sie bestehen aus einer parallelen Verkettung von
i.a. ¢ Faltungscodes, wobei die zum Einsatz kommenden Codeszawchgjend unterschiedlich sein missen.
In den meisten Fallen werden sogar identische Teilcodeserelet. Jeder Teilcodierér; erhalt die gleiche
Eingangsfolgeu, allerdings in jeweils unterschiedlicher Reihenfolgg)( Die verschiedenen Permutationen
von u in u; werden Uber Interleavdd; realisiert, wobei der Interleavéi; vor dem ersten Teilcod€; auch
weggelassen werden kann.

u U
u C
L C
u C
H2 2 C2 2 ¢
v P>
u C
Ly I, - C, 1

Bild 1.13: Allgemeiner Aufbau eines Turbo-Codes bestehend;aleslcodes

Als Teilcodes werden in der Regel systematische Codes satrje die Ausgange der Codierer in Bild 1.13
liefern demnach nur die redundanten Prifbit. Die Infoioregbit u werden Uber den oberen Zweig direkt
an den Ausgang gefiuihrturbo-Codes sind also systematische CodeZur Anpassung der Gesamtcoderate
konnen sowohl die Prifbit als auch die Informationsbibktiert werden. Hierzu dient die Punktierungsmatrix
P.

Die Coderate des verketteten Codes lasst sich wie folgicheen. Alle Codiere; erhalten Eingangssequen-
zenu, gleicher Lange: = Ly. Sie besitzen die Coderatét) ; = k/n;. Dau nur einmal Ubertragen wird, flgt
jeder Teilcoden; — k Prufbit hinzu. Werden nur die Priufbit der Teilcodietérund nichtu punktiert, so ergibt
sich insgesamt die Coderate

R k B k
ke —k) e gk XLini—(g—1) K
1 1
_ _ _ , (1.6)
i (a—1) . Ri,i_(q_l)

1.4. PARALLELE CODEVERKETTUNG (TURBO-CODES) 12



Kanalcodierung Il \J Universitat Bremen
Dr.-Ing. Volker Kiihn, Dr.-Ing. Dirk Wilbben Fachbereich 1, ANT

Aus Griinden deblbersichtlichkeit beschranken wir uns im Folgenden adigkch 2 Teilcodes. Mit dieser
Einschrankung kdnnen weiterhin alle wesentlichen Atpeklautert werden. Eine Erweiterung auf mehr als 2
Komponentencodes ist allerdings jederzeit moglich (kI Bil4). Die Gesamtcoderate fige= 2 lautet

1 Rc.1- R
R.= 1 1 = R Rc’l Ez R (17)
Rea + Rea 1 c,1 + c,2 — dlc1 ° Lc 2
u u
u, C ¢ ] C
1 >
c
1, P[>
u, C C,
2

Bild 1.14: Aufbau eines Turbo-Codes bestehend aus 2 Teilcodes

1.4.3 Wabhl der Teilcodes

Selbstverstandlich hat die konkrete Wahl der Teilcodeshéhei der parallelen Verkettung direkte Auswir-
kungen auf die Leistungsfahigkeit des Gesamtcodes. Aesedi Grund sollen hier nun einige wichtige Ei-
genschaften der Teilcodes beschrieben werden. Dabeineezgch die hier gemachten Aussagen auf die im
letzten Abschnitt behandelten Turbo-Codes.

Als Teilcodes werden rekursive, systematische Falturdgs(RSC-Code) eingesetzt. Daher erzeugen die Teil-
codesC; wie in Bild 1.15 dargestellt lediglich die Prifbit, die brinationsbit werden am Ende gesondert
hinzugefugt. Hinsichtlich der Einflusslande und der Coderaté&. der Teilcodes ist zu sagen, dass der Sinn
der Codeverkettung die Synthese ’einfacher’ Codes zu eigesfien’ Gesamtcode war. Aus diesem Grund
wird L. zwecks einfacher Decodierung nicht allzu grof3 gewahltligad in der Praxis im BereicB < L. < 5.
Selbstverstandlich lassen sich Unterschiede in der wagstfahigkeit in Abhangigkeit von der Einflusslange
der Teilcodes feststellen. Die Coderate debetragt in der Praxi®. = 1/n, da groRere Raten immer durch
Punktierung erreicht werden kdnnen. Es gibt aber aucha&es Teilcodes hoherer Rate einsetzen, die dann
geringfugig bessere Ergebnisse erzielen.

Ein wesentlicher Grund fur die herausragende LeistaitgKeit der Turbo-Codes ist die Rekursivitat der
Teilcodes. Man kann zeigen, dass BitfehlerrBfeind InterleavergroRé&; Uber die Beziehung

Py ~ Ly “min (1.8)

zusammenhangen, wohei,;, das minimale Eingangsgewicht eines Teilcodes beschféitdas ein endliches
Ausgangsgewicht erzielt wird. Bekannterweise besitze@®R8des eine IIR-Struktur, so dass fir ein endliches
Hamminggewicht der Ausgangssequenz mindestens ein Ejegawicht vonu,,;, = 2 erforderlich ist. Daher
gilt fur RSC-Codes

PPC ~ it (1.9)

d.h. die Bitfehlerrate ist proportional zum Kehrwert deehfeavergrofRe. Anders ausgedriickt, mit wachsendem
L wird der Turbo-Code immer besser!

Fur NSC-Codes gilt hingegen.,;, = 1, da sie eine endliche Impulsantwort besitzen. Damit isBatiehlerrate
eines aus NSC-Codes zusammengesetzten Turbo-Codesehespt Gl. (1.8) nicht von der InterleavergrofRe
abhangig. Somit ist klar, warum in der Praxis stets RSCe&Saiim Einsatz kommen.

Ferner kann gezeigt werden, dass die freie Disthrizein geeigneter Parameter zur Optimierung der Teilcodes
mehr ist. Vielmehr ist hier die sogenanmfektive Distanz

deff = Wmin + 2 * Cmin (1.10)
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von Vorteil. Dies ist folgendermal3en zu interpretieren.

Turbo-Codes sind systematische Codes, das Gewight der Infobit geht also auch in das Gesamtgewicht
ein. Flrwmin, Einsen am Eingang sei das minimale Gewicht der Prifbitseliedicodes:,,;,. Bei 2 identischen
Teilcodes betragt dann das Mindestgewicht des Turbo-€fider = 2 geraded, .

Hieraus folgt direkt, dass geeignete Teilcodesiiii= 2 das Gewicht der Prifbit maximieren miissen. Dieses
Ziel kann erreicht werden, wenn das Polynom zur Ruckkampligilerfremd (prim) ist. Dann namlich bildet
das Schieberegister eine Sequenz maximaler Lange (meB82ga.h. der minimale Abstand der beiden Einsen
am Eingang wird unter der Nebenbedingung einer endlichesgangssequenz maximal. Hierdurch werden mit
w = 2 die langst moglichen Sequenzen erzeugt, die natirlich@&heres Gewicht als kurze Sequenzen haben
konnen. Die Ubrigen Generatoren der Teilcodes sind danaridzu wahlen, dass das Gewicht der Prifbit flr
das spezielle teilerfremde Riickkopplungspolynom makisira!

Beispiel 7: Turbo-Code mity = 2 identischen Teilcodes mit, = 3 und R, = 1/2

Bild 1.15: Beispiel 7: Struktur eines Turbo-Codes it = 1/2 bestehend aus 2 Teilcodes mit= 55 undgs = 7g
10

0 1
— Coderate der Teilcodes i, | = R. 2 = 2/3, die des Gesamtcodés. = 1/2

e Prufbit der Teilcodes werden alternierend Ubertragen P =

e Einsatz rekursiver Teilcodes mgt = 5 undgs = 7, wobeig, zur Rickkopplung eingesetzt wird

e Polynomgz(D) =1+ D + D? ist teilerfremd
— Schieberegister bildet eine Sequenz maximaler Langedgqué&hz) mitl, = 22 — 1 = 3
— deg =24+2-4=10
e Polynomg; (D) = 1 + D?istnicht teilerfremd, denn es gilt + D? = (1 + D)?
— Schieberegister bildet eine Sequenz mit der Lahge 2
—5 dg=2+2-3=28

— Teilcode mitg; als Ruckkopplungspolynom wiirde schlechteren TurboeCnidien!

Beispiel 8: Turbo-Code miy = 2 Teilcodes mitL. = 5 und R, = 2/3

e Teilcodes der Originalrat®. = 1/2 werden zur Raté&?. = 4/5 punktiert

1000
—>P_<0010>

— R.=2/3
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u u
w S e
IL,| c © ¢,
O——@ @Io
= @'@Y P
oL &

2

Y

Bild 1.16: Beispiel 8: Struktur eines Turbo-Codes miit = 2/3 bestehend aus 2 Teilcodes mit = 235 undg, = 355

e Einsatz rekursiver Teilcodes mgt = 23g undgs = 355, wobeig; zur Riickkopplung eingesetzt wird

e Polynomg; (D) = 1+ D3 + D% ist teilerfremd
— Schieberegister bildet eine Sequenz maximaler Langedgquéhz) mitL, =24 — 1 =15

e Polynomgy(D) = 1 + D + D? 4+ D* ist nicht teilerfremd, denn es gilD* + D> + D + 1 =
(D+1)-(D3+ D?+1)

— Schieberegister erzeugt periodische Sequenzen der hdngel undL =7

— Teilcode mitg, als Ruckkopplungspolynom wiirde schlechteren TurboeCnldien

Hinsichtlich der Punktierung der Teilcodes ist darauf Ziotew, dass keiner der beteiligten Komponentencodes
katastrophal wird (s. 1. Semester). Mit zunehmender Peinkig sind in der Regel Teilcodes groRRerer Ein-
flusslange zu wahlen, damit die kleinste Distanz grofeems bleibt und somit ein Codiergewinn erhalten
bleibt.

1.5 Einfluss der Interleavers

Eine ebenso wichtige Rolle wie die Teilcodes spielt sowdhidie serielle wie auch fur die parallele Verket-
tung der Interleaver. Er soll vermeiden, dass der Gesamtéodgangsfolgen mit geringem Gewicht enthalt.
Fur parallele Verkettungen wie den Turbo-Codes soll drleaver verhindern, dass an beiden Teilcodierern
gleichzeitig Sequenzes; mit geringem Gewicht der Prifbit auftreten. Dann hatenhch die Ausgangsse-
quenzc des gesamten Turbo-Codes ein geringes Gewicht und der Qdgieirad der Linearitat eine geringe
kleinste Distanz. Dies muss vermieden werden, d.h. wenAusgangsbit vorC’; ein geringes Gewicht haben,
sollte der Interleavell; die Eingangsfolgen derart permutieren, dass die ay gehorende Ausgangsfolgg

ein hohes Gewicht besitzt. Dann hat der Turbo-Code insgesem® hohere Mindestdistanz. Das Verwurfeln
der Eingangssequenfiihrt also nicht nur zu einer Permutation der codiertenu8ag vonc; nachcs, sondern
sorgt dafir, das€ eine vollig andere Ausgangssequenz geneizt.Interleaver beeinfludt also direkt die
Mindestdistanz des Turbo-Codes.

Ahnliches gilt auch fiir die serielle Verkettung. Bekaiuttlsorgt der auRere Code fiir eine Auswahl bestimm-
ter Codeworte bzw. Codesequenzen des inneren Codes. Rdedver hat hier die Aufgabe, die Teilmenge

des inneren Codes so auszuwahlen, dass die Distanzdigfescdes Teilcodes optimiert werden. Werden
beispielsweise ein Faltungscode als aul3erer Code unthesrér Blockcode als innerer Code eingesetzt, so
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sind die 'Einsen’ der faltungscodierten Sequenz derartezachachteln, dass sie auf moglichst viele verschie-
dene Codeworte des Blockcodes aufgeteilt werden. Dantlictabesitzt der Gesamtcode eine optimale freie
Distanz.

Ein weiterer wichtiger Aspekt, der im nachsten Abschnittlanoch diskutiert wird, betrifft nicht das Min-
destgewicht selbst, sondern die Anzahl der Pfade mit eirestiromten Gewicht. Durch das Interleaving wird
namlich die Anzahl der Sequenzen mit geringem Gewichttidcs reduziert. Wie wir wissen, geht diese in
die Koeffizientenc; des Distanzspektrums und somit auch direkt in die Bitfeaterein.Der Interleaver
beeinflulRt also auch die Hufigkeit von Sequenzen mit bestimmten Gewicht und somit dagesamte Di-
stanzspektrum.

Ein letzter wichtiger Gesichtspunkt betrifft die stasstie Unabhangigkeit der an den Ausgangen der ein-
zelnen Teilcodierer und greift somit den schon oben diskigin Punkt wieder auf. Durch die Permutation der
Informationssequenz erzeugen beide Teilcodierer urtimliche Ausgangssequenzen. Fir den Decodierpro-
zel3 ist es sehr wichtig, dassundc, moglichst statistisch unabhangig sind (s. Abschnitj. Dres muss durch
den Interleaver gewahrleistet werden. Es ist leicht eiahen, dass diese Forderung um so besser erfillt wird,
je grol3er der Interleaver ist, da dann die einzelnen Bisfien weiter auseinander gespreizt werden konnen.

Wahrend bei den Produktcodes vorwiegend einfache Bloe#@aver eingesetzt werden, finden bei den Turbo-
Codes ab einer bestimmten Blocklange quasi-zufalligerleaver Verwendung. Der Grund hierfar kann wie
folgt erklart werden. Wir nehmen an, dass Teilcodes eigigésverden, deren rekursives Polynom zu einer m-
Sequenz mit Periodendaukifihrt. Zwei Einsen im Abstand zueinander wirden dann zu einer Ausgangsse-
quenz mit endlichem Gewicht filhren. Entsprechend deresbidiskussion ware es jetzt wiinschenswert, wenn
durch die Permutatiohl, eine Ausgangssequenz generiert wird, die ein wesentlidgReges Gewicht besitzt.
Dies wird bei Blockinterleavern fur folgende Konsteltatiaber gerade nicht erreicht.

Sind vier Einsen quadratisch mit dem Abstahdzu den direkten Nachbarn angeordnet, so bleibt nach der
Permutation mit einem Blockinterleaver diese Anordnuritakken. Dies fuhrt dazu, dass beide Teilcodes bei
bestimmten Eingangssequenzen Codefolgen mit geringemcBegrzeugen. Einen Ausweg biet®andom
Interleaver die eine quasi zufallige Permutation durchfilhren unahisdiese regelmafigen Strukturen auf-
brechen. Der Fall, dass beide Teilcodes niedergewichtggpiéhzen erzeugen, tritt dann wesentlich seltener
auf.

Beispiel: Teilcodes aus Beispiel 7 mit, = 3, Blockinterleaver mit Lange 4x4=16
Originalinformationsfolge: u=(101000001010)
Informationsfolge nach Interleaving:us = (10100000101 0)

Ol Ol
ellelielie)
Ol Ol
ellelielie)

Hieraus folgt, dass die obige Eingangsfolgeaus dem Interleaving unverandert hervorgeht und somit bei
de Komponentencode&s; und C; gleiche Ausgangssequenzenbzw. co erzeugen. Zur Vermeidung solcher
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Effekte missen regelmafige Strukturen im Interleavemieden werden. Da die Codespreizung nicht rein
zufallig erfolgen kann, werden haufig durch systematsRlechnersuche optimierte Interleagedichtet Da-

zu geht man von einer im Prinzip willkiirlich gewahlten i§d@rmutation aus und betrachtet zunachst alle Ein-
gangsfolgen mit einem Gewicht vany (u) = 2. Die Permutationsvorschrift wird fur diese Sequenzen san
geformt, dass der obige Effekt nicht mehr auftritt. AnseRénd wird die Prozedur von Eingangssequenzen mit
wpg(u) = 3 wiederholt usw. Naturlich ist der Rechenaufwand extrerwhhaveshalb diese Optimierungsstrate-
gie aus Grunden der Realisierbarkeit nur fir geringe Gletgidurchgefuhrt werden kann und somit auch nicht
zu einem optimalen Interleaver fiihrt. Die Verbesserurgggreniiber der Ausgangspermutation sind allerdings
beachtlich.

1.6 Distanzeigenschaften und Absdétzung der Leistungsthigkeit

Wie in den vorangegangenen Abschnitten deutlich wurdegimd@keilcodes als auch Interleaver entscheidenden
Einfluss auf das Distanzspektrum und somit auch die Leisfahggkeit verketteter Codes. Daher soll in die-
sem Abschnitt das Distanzspektrum von verketteten Codsshinkurzer Form erlautert und damit die Frage
beantwortet werden, warum verkettete Codes und im spezidie Turbo-Codes eigentlich so gut sind. Anhand
der uns schon bekannten Abschatzung

- dR.E,
P, < -dgd:f cq - erfe ( T()) (1.11)

kdnnen vorab schon zwei prinzipielle Aussagen getroffenden.

N =

1. Die freie Distanzi; eines Codes, d.h. die kleinste Hammingdistanz, die zweeSaglienzen zueinander
haben kdnnen, sollte so grol3 wie moglich sein.

2. Die Anzahl der Pfade inshesondere mit kleinen Distanaéite so klein wie moglich sein.

Um den immens hohen Aufwand der Beriicksichtigung eine&reden Interleavers zu umgehen, bedienen wir
uns eines theoretischen Hilfsmittels, dem sogenandt@form Interleaver Er berlicksichtigt alle modglichen
Permutationsvorschriften eines Interleavers der Langand reprasentiert somit einen 'mittleren’ Interleaver.

Aus dem letzten Semester ist uns noch die IOWEBPBYt Output Weight Enumerating Functjon

k n
AW, D) =>"> " Ayq-W*D*
w=0 d=0

bekannt, welche auch ofters als Distanzspektrum bezeichuarde. Sie ist fur verkettete Codes leicht zu mo-
difizieren. So lautet beispielsweise die bedingte IOWEFefil bestimmtes Eingangsgewiaht
A(w, D) = Aygq-D* (1.12)
d=0
und fur ein bestimmtes Ausgangsgewiaht

k
AW,d) =" Aya-W" . (1.13)
w=0

Wir missen nun zwischen der seriellen und der paralleleketteing unterscheiden.
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Parallele Verkettung

Eine wichtige Eigenschaft der parallelen Verkettung igt @atsache, dass alle Teilcodie @y jeweils eine
permutierte Versiom; der gleichen Eingangssequamerhalten. Aus diesem Grund besitzen allelas gleiche
Eingangsgewichtv. Weiterhin erzeugen die Teilcodes nur die Prifbit, wabrdie Informationsbit direkt an
den Ausgang gelangen. Aus diesem Grund wird statt des Geswicler gesamten codierten Sequenz nur das
Gewichte der Prufbit in der IOWEF der Teilcodes berlcksichtigt gdsd = w + ¢). Unter Verwendung des
Uniform Interleaverdautet dann die bedingte IOWEF des parallel verkettetere€didr 2 Teilcodes

AP (0, C) = Al(w’(? ’32 w,0) ZAPM (1.14)

Durch die Multiplikation der bzglw bedingten IOWEF'sA; (w, D) und Az (w, D) der Teilcodes”; und Cy

wird erreicht, dass stets zwei Ausgangssequenzen mithgieiccingangsgewicht kombiniert werden. AulRer-
dem bewirkt diese Multiplikation die Erfassung aller Komdsionsmoglichkeiten der Ausgangssequenzen bei-
der Teilcodes Uniform Interleave). Die Division sorgt fur die notwendige Mittelung, c(afu) die Anzahl

der Permutationsmoglichkeiten vanEinsen in einem Block der Lange, angibt. Die Koeffizienterr; aus
Gl. (1.11) ergeben sich zu

w par

=y 7 Aue- (1.15)

wte=d "

Serielle Verkettung

Der wichtigste Unterschied zur parallelen Verkettung ddeisbei der seriellen Verkettung darin, dass das Aus-
gangsgewicht des aulReren Codes gleich dem Eingangsgeleistinneren Codes ist. Wir erhalten somit die
IOWEF des Gesamtcodes

Aser(W,D):ZAl(Wl )- 4:(, D) ZZ ser e D (1.16)

- (%)

AulBerdem ist zu beachten, dass der Interleaver nicht mitrfermationsbitu gefillt wird, sondern mit der
codierten Sequenz des aufReren Cade®eshalb erfolgt die Mittelung Uiber den Fak(oﬁ”). Fur diecy gilt

m C

w ser

Bild 1.17 stellt die Koeffizientem, Uber der DistanZ fur den Turbo-Code aus Beispiel 7 mit zwei identischen
Komponentencodeg; = 7s undgs = 53 (Gesamtrate?. = 1/3) und den Interleaverlangebr; = 100 und
L = 400 dar. Zum Vergleich sind die; auch fur einen drittelratigen Faltungscode der Einfausgél, = 9
illustriert. Wegen der Verwendung démiform Interleaversnehmen diez; auch Werte kleiner Eins an, sie
stellen Mittelwerte Uiber alle moglichen Permutationrsetriften dar.

e Der Turbo-Code besitzt mit; = 5 eine deutlich kleinere freie Distanz als der Faltungscalge= 18)

e Die Koeffizientenc, der Turbo-Codes sind aufgrund des Interleavings allesddeytlich kleiner als die
des Faltungscodes

e Der Unterschied nimmt mit wachsender Interleavergro3@Beachte logarithmische Darstellung!)

Bild 1.18 zeigt die mit den obigen Koeffizienten und Gl. (J.b&rechneten BitfehlerkurvetJion Bound fir
den AWGN- und auch den 1-Pfad Rayleigh-Fading-Kanal. eidldoKanale ergeben sich in etwa die gleichen
Verhaltnisse, weshalb im Folgenden nur auf den AWGN-Kaidaker eingegangen wird. Folgende Effekte sind
Zu beobachten:
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Bild 1.17: Distanzspektrum von Turbo-Code aus Beispiel 7 fur veesidme Interleavergrofen

e Fir kleine Signal-Rausch-Abstande sind die Turbo-Cadesentlich besser als die Faltungscodes (ab-
gesehen vom Divergenzbereich dérion Bound

¢ Die Vorteile werden mit steigender InterleavergroRel3gro

o Im weiteren Verlauf flachen die Bitfehlerkurven der Turboe@s ab

e Die des Faltungscodes werden dagegen immer steiler, ssidhsdie Kurven zwischen 4 dB und 6 dB
je nach Interleavergrof3e schneiden und die Faltungsdmsteser sind

Erkl arungen:

¢ Die freie Distanz bestimmt den asymptotischen Verlauf ddeBlerkurve (Verlauf fir sehr grof3e Signal-
Rausch-Abstande). Daher ist es nicht verwunderlich, wertdiesen Bereichen der Faltungscodes den
Turbo-Codes Uiberlegen ist. Es ist allerdings darauf zteacklass die Fehlerrate fur diese Signal-Rausch-
Abstande schon sehr niedrig ist und viele praktische &ysti#ir hdhere Fehlerraten ausgelegt sind (z.B.

P, =1073).

e Im Bereich kleiner Signal-Rausch-Abstande scheint diefDistanz nur eine untergeordnete Rolle zu
spielen, sonst waren hier die Turbo-Codes nicht so lejstiaig. Vielmehr kommt es hier auf die Anzahl
von Sequenzen mit bestimmtem Gewicht an.

— Pfade mit geringem Gewicht werden hier fast standig vehselt; sie sollten - wenn tberhaupt -
nur sehr selten auftreten (kleineg). Eigentlich ein Vorteil fur Faltungscode, der ersté@b-= 18

Sequenzen besitzt.

— Mit steigender Distanz wachsen dig bei Faltungscodes stark an; man kann zeigen, dass sie die
Bitfehlerrate fir kleine Signal-Rausch-Abstande dderen ¢; wachsen schneller als diefc()

abfallt).

— Fir Turbo-Codes wachsen digmit steigender Distanz wesentlich langsamer, wodurch &ergn
mit kleinen Distanzen die Bitfehlerrate dominieren.

1.6. DISTANZEIGENSCHAFTEN UND ABSCATZUNG DER LEISTUNGSHRHIGKEIT
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Bild 1.18: Analytische Abschatzung der Bitfehlerrate fur Turbod@s aus Beispiel 7

Aus den obigen Erlauterungen folgt, dass zum ErreicheiKdpazitatsgrenze nach Shannon nicht nur die freie
Distanzd, sondern auch die Anzahl der Pfade mit bestimmtem Gewidschlaggebend ist. Hieraus ergeben
sich andere Optimierungskonzepte als von den FaltungsBlowtkcodes bisher bekannt war.

1.7 Decodierung verketteter Codes

Eine sehr groRe Bedeutung kommt der Decodierung von vet&atiCodes zu. Die analytische Abschatzung
der Bitfehlerwahrscheinlichkeit mit Hilfe dddnion Boundbasiert stets auf der Annahme einer optimalen
Maximum LikelihooeDecodierung. Diese ist aber gerade fir verkettete Systemnicht durchfiihrbar. Zweck
der Codeverkettung war es ja auch, relativ einfache Tedlsal verwenden, die sich mit geringem Aufwand
decodieren lassen.

Wir erhalten somit auch im Empfanger eine Verkettung mehrB®ecodierer. Diese Konstellation fiihrt un-
weigerlich zu einer suboptimalen Decodierung, die nichtimgasMaximum-LikelihooeKriterium erfillt.
AulBerdem ist zu beachten, das bisher sowohl fiir Faltumigscals auch fur Blockcodes ndard-Decision
Algorithmen betrachtet wurden, d.h. Decodierverfahrémats Ergebnis hart entschiedene Bit ausgeben. Wah-
rend der fir Faltungscodes verwendete Viterbi-Algoriisnzumindest in der Lage ishoftWerte des Kanals

Zu verarbeiten, setzen die gangigen Verfahren fur Blodks normalerweise eing¢ard-Decisionvor der De-
codierung voraus. Jede harte Entscheidung vor der letatgfdhgerstufe resultiert aber automatisch in einem
Informationsverlust, der nicht mehr kompensiert werdemka

Um mit der verketteten Decodierung so dicht wie moglich EnaghtimaleMaximum-LikelihooeDecodierung

zu gelangen, sind also Verfahren erforderlich, die sovgisftWerte verarbeiten als auch ausgeben konnen.
Diese werdersoft-In/Soft-Ouidlgorithmen genannt und spielen in der aktuellen Forsgheine wichtige Rol-

le. Wir wollen hier zuerst ein geeignetes Mal} fur &eftinformation einfihren und dann einige wichtige
Algorithmen kennenlernen, die diese Information berelitsh konnen.
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1.7.1 Definition der Soft-Information

Im letzten Semester haben wir zwei verschiedene Decodigipien kennengelernt, das MAP-Kriterium (Ma-
ximum a posteriori) und dddaximum-LikelihooeKriterium. Der Unterschied besteht darin, dass bei le¢rte
alle Eingangssignale als gleichwahrscheinlich angenamwerden, wahrend beim MAP-Kriterium eine un-
terschiedliche Verteilung des Eingangsalphabets besrciokgt wird. Da dies fur die weitere Betrachtung sehr
wichtig ist, wollen wir im Folgenden stets das MAP-Kritaniwerwenden, wobei die Kanalcodierung bei der
Vorstellung derSoftinformation zunachst vernachlassigt wird. Die bisgerNotation wird hier weitgehend
ubernommen, so dass die logischenBit{0, 1} per BPSK-Modulation den Kanalsymbolen entsprechend

u=0—z=+1 (1.18)

bzw.
u=1—z=-1 (1.19)

zugeordnet werden. Das MAP-Kriterium lautet damit
<
P(u=0ly) = P(x = +1ly) > P(u=1Jy) = P(z = —1|y) (1.20)

Mit Hilfe der Bayes-Regel konnen wir Gl. (1.20) umformemlvei P(-) die Auftrittswahrscheinlichkeit eines
Symbols beschreibt, wahrepd-) die Wahrscheinlichkeitsdichte angibt. Wir erhalten

p(r = +1,y) < p(z=—1,y)

p(y) p(y)
plr=+1y) <
po=—1y)
5 pPE=t1Y) plyle=+1)  Pla=+1) <
L(z) = 1 S 1 p(y|ac:—1)+1 Ple=—1) >0. (1.21)
L(ylx) La()

Die L-Werte in Gl. (1.21) werdelog-likelihood-ratiosgenannt, da sie aus dem Logarithmus eines Wahrschein-
lichkeitsverhaltnisses hervorgehen. Sie stellen diesagnteSoftinformation dar, da ihr Vorzeichen eine harte
Entscheidung Uiber das betrachtete:Béngibt, wahrend ihr Betrag ein Mal?3 fur die Zuverlassigilieser Ent-
scheidung darstellt.

Das logarithmische Verhaltnis der Wahrscheinlichkeiten In igzzgg (log-likelihood ratio) ist ein ge-
eignetes Mal fiir die Zuverkssigkeit einer Entscheidung.

Dies heifl3t jedoch nicht, dass das in Gl. (1.21) dargestetiteLikelihoodVerhaltnis die optimale Zuverlassig-
keitsinformation ist. Sie erfullt lediglich die rein arfswulich motivierte Vorstellung einer Zuverlassigkaitsi
formation, was allerdings auch auf die Vorschrift

L(x)=P(rx =+41) — P(x = —1)

zutrifft. Auch hier nimmtL positive Werte furP(xz = +1) > P(xz = —1) und ansonsten negative Werte an.
Trotzdem hat sich in der Praxis das LLR als Zuverlassigkdibrmation durchgesetzt, weshalb wir es auch im
Rahmen dieser Vorlesung verwenden wollen.

Der geschatztSoftWert L(z) in Gl. (1.21) setzt sich bei einer uncodiertébertragung aus zwei Anteilen zu-
sammen, dem Terth(y|z), der dieUbergangswahrscheinlichkeiten des Kanals enthalt, end TermL, (z),
welcher unabhangig von den Kanalausgangsweyishunda-priori-Wissen tiber das gesendete Symhale-
prasentiert. Ist dem Empfanger beispielsweise bekanibtyelcher Wahrscheinlichkeit = +1 bzw.x = —1
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auftreten, kann dies gewinnbringend genutzt werden. Auigjder statistischen Unabhangigkeit der a-priori-
Information von den empfangenen Symbolen kdnnen die LeR&ach addiert werden (dies gilt fir statistisch
abhangige Signale nicht). Daein rein binares Signal darstellt, gilt selbstverstéid|

Px=+1)+Plz=-1)=1
und wir erhalten den in Bild 1.19 dargestellten Verlauf Vgy{x) in Abhangigkeit vonP(z = 1).

6

L(y[x)

0 02 04 06 08 1

Plx=+1)=1—-P(z=-1)
Bild 1.19: Verlauf des_og-LikelihoodVerhaltnisses in Abhangigkeit vaR(z = +1) bzw.y

Im linken Bild fallt zunachst auf, dass der Verlauf symriseth zum Punkt (0,5;0) ist. Hier findet ein Vorzei-
chenwechsel statt. Fiif(z = +1) > 0,5 ist die Wahrscheinlichkeit fur eine '+1’ groRer als fiine -1’, so
dassL,(x) ab hier positive Werte annimmt. Je groRer die DifferenzseenP(z = +1) und P(z = —1)
ist, desto grof3er werden die-Werte, was belegt, dass sie ein geeignetes Mal3 fir dierlaggegkeit eines
Symbols sind. Sind '+1’ und ’-1’ gleich wahrscheinlic?(z = +1) = 0,5), hatL,(x) den Wert Null, eine
Entscheidung ware rein zufallig. Tragt mag(x) Uber P(z = —1) auf, kehren sich lediglich die Vorzeichen
um und man erhalt einen zur Abszisse gespiegelten Verlauf.

Fur den einfachen AWGN-Kanal und den 1-Pfad Rayleigh-Kairamt der TermL(y|z) aus Gl. (1.21) fol-
gende konkrete Form an.

exp (_(y—a\/Es/TsF)

202 No
Liyle) = In L ot
ar/FEs/Ts s
exp <_<y+ VBT >
dar/Eg [Ty
NO/TS
E : Yy
= 4da=—=19y mit ¢ = ——— 1.22
N, Y Y BT, (1.22)
~——
Lch

In Gl. (1.22) reprasentiery’ den auf\/E,/Ts; normierten Empfangsweif. Der Faktora gibt den Fading-
Koeffizienten an, der im Fall des AWGN-Kanals den Wert= 1 besitzt. Der Koeffizient;, beschreibt die
Zuverlassigkeit des Kanals, welche natirlich vom SigRalisch-Verhaltnid€l; / Ny, aber auch von der Fading-
Amplitude« abhangt. Fur grol3g,;, ist der Kanal sehr zuverlassig, fur kleine Werte bestatgdygen eine grol3e
Unsicherheit bzgl. des empfangenen Symbols. Diese Zusattinge illustriert der rechte Teil von Bild 1.19.

Aus Gl. (1.22) folgt, dass am Ausgang eimeatchedFilters direkt dieLog-LikelihoodVerhaltnisse anliegen.
Wenn wir in der Lage sind, eine geeignete Arithmetik fUr dieR’s zu finden, missen wir diese nicht mehr
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in Wahrscheinlichkeiten umrechnen, sondern konnen dipfamyenen Werte direkt weiterverarbeiten. Eine
solche Arithmetik wird von Hagenauer alsAlgebra bezeichnet [Hag96] und im nachsten Abschnitt noch
eingehend behandelt.

Man kann naturlich aus den LLR’s auch auf die Wahrschdikbiten P(x = +1) bzw. P(x = —1) zurtick-
rechnen. Es ergeben sich die folgenden Ausdriicke

o L(#)
1
Bezogen auf das Symbolgilt
eL(2)/2 (3
— ily) = . tL(#)/2 it 4 —
P(z =ily) o © mit i€ {—1,+1}. (1.25)

Die Wahrscheinlichkeit fur die Richtigkeit eines EmpfangrtesP (z korrekt) ist ebenfalls einfach zu bestim-
men. Furr = +1 liegt eine korrekte Entscheidung vor, wehfz) positiv ist, d.h.

eL(2) elL(2)]
1+ el@ — 14 L@
Furz = —1 mussL(z) hingegen negativ sein und es folgt

P(z korrekfz = +1) =

1 1 el L)
14 el@ 1 e L@ 1 4 lL@)]
Wir erhalten also in beiden Fallen das gleiche Ergebnis

P(z korrekiz = —1)

correk elL(@)] ”
Ferner gilt fir den Erwartungswert einer Datenentschegdu
R . . el (@) 1 (L(3 )
E{t} =) i-Plx=i)= o T erE (L(£)/2) . (1.27)

i==+1

1.7.2 Rechnen mitLog-Likelihood-Werten (L-Algebra)

Wie schon aus dem letzten Semester bekannt ist, werden ifiitR¥ines Codes durch modulo-2-Addition
bestimmter Informationsbit; berechnet. Damit gewinnt auch die Berechnung der L-Wentevarknipften
Zufallsvariablen an Bedeutung. Wir betrachten zunachsi gtatistisch unabhangigeSymboler; = 1 — 2wy
undzs = 1 — 2uy. Das LLR ihrer modulo-2-Summe berechnet sich nach

o) = 2=
_ lnP(l’l'l’g——Fl)
P(l’l'l'g:—l)

T P(xy =41) - P(xog =+1)+ P(x1 = —1) - P(xzy = —1)

P(xl=—|—1)-P(x2:—1)+P(w1:—1)-P(w2:+1)

_ lnP(l‘lz—l-l)/P(l'lz—l)P(I‘QZ—I—I)/P(.I'g:—l)—Fl

P(l’l = —|—1)/P(1‘1 = —1) —|—P(l’2 = —|—1)/P(1‘2 = —1)

L(zy-x2) = In (1.28)
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Mit Gl. (1.28) steht nun ein Funktional zur Verfugung, unstay-likelihoodVerhaltnis der Verknupfung zwei-
er statistisch unabhangiger Grof3en zu berechnen. Dieeamatischen Umrechnungen werden in der Literatur
auch algL-Algebra bezeichnet. GlI. (1.28) lasst sich mit Hilfe der Beziehungenh(z/2) = (e —1)/(e* +1)
undln £ = 2 arthanh(z) in folgende Form umschreibén

1+ tanh(L(z1)/2) - tanh(L(z2)/2)
1 — tanh(L(z1)/2) - tanh(L(z2)/2)
= 2arthanh(tanh(L(x1)/2) - tanh(L(z2)/2))
= 2arthanh()\; - A2) mit \; = tanh(L(z;)/2) . (1.30)
Durch Gl. (1.30) ist eine einfache schaltungstechnischaisterung moglich, wie sie in Bild 1.20 dargestellt
ist. Die Eingangswertd.(z;) stellen die Ausgangssignale demtchedFilters dar, die dann Uber die tanh-

Funktion nichtlinear abgebildet werden. Das Ergebnis di&mha-Funktion des Produktes stellt dann das ge-
suchte LLR dar.

L(uy Guz) = In (1.29)

L(x,) 12
e

L(x,) 12
S T

Bild 1.20: Berechnung des LLR fur das Produkt zweier statistisch haagiger Signale

Betrachtet man den Verlauf der tanh-Funktion, so lasst sinfach eine Approximation ableiten. Fur be-
tragsmaflig grofRe LLR’s gerat der tanh in die Sattigungtrebt asymptotisch gegenl. Dazwischen besitzt

er einen annahernd linearen Verlauf mit einem Winkel wgn im Nullpunkt. Da das Produkt de; gebildet
wird, spielen Werte in der Nahe vanl fur den Betrag des Ergebnisses keine Rolle, dieser wirgrandl der
'Fast-Linearitat’ durch das Minimum der Eingangsbetrdgstimmt. Das Vorzeichen ergibt sich hingegen aus
dem Produkt der einzelnen Vorzeichen. Wir erhalten alsgefudle vereinfachende Approximation

L(uy @ uz) ~ sgn{L(x1)} - sgn{L(x2)} - min{|L(z1)], [L(z2)[} (1.31)

Allgemein konnen die Ausdriicke in den letzten Gleichungech fur mehr alg 2 Variablen angegeben werden.
Ein Beweis fir die Gultigkeit kann per vollstandiger idion erfolgen (sUbung Kanalcodierung 2). Im
Folgenden sind fin statistisch unabhangige Symbole kurz die Ergebnisseséitig.

[T (X + 1) + [T (eH) = 1)

=l =1 (1.32)

n

[T (e20) +1) = [T (ebw) — 1)
i=1 i=1

Luy@...®u,) = In

1+ ﬁ tanh(L(x;)/2)

= In 221 = 2arthanh (ﬁ tanh(L(xi)/2)> (1.33)
1 — ] tanh(L(z;)/2) i=1
i=1
~ Hsgn{L(mi)} : mzln{]L(xl)]} (1.34)
i=1

!Die Umformung lasst sich leichter zeigen, wenn Gl. (1.28gehend von Gl. (1.30) abgeleitet wird.
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1.7.3 Allgemeiner Ansatz zurSoft-Output-Decodierung

Betrachten wir nun den Fall einer Kanalcodierung. Das Zgstéht darin, das bekannte MAP-Kriterium zu
erfullen. Anhand einer empfangenen Sequersoll eine Aussage Uber die Informationshitgetroffen wer-
den. Genauer gesagt: wir wollen anhand yofur jedes Bitu; eine Entscheidung und die dazugehdorige Zu-
verlassigkeit bestimmen. Gemali dem sogenarsyembol-by-SymbdMAP-Kriterium muss dasog-Likelihood
Verhaltnis ( 0.y)
N plu; =0y

L(4;) =1In o (1.35)
berechnet werden. Die Verbundwahrscheinlichkeiten in(GB5) sind nicht direkt zuganglich. Sie missen
vielmehr mit Hilfe einiger elementarer Umformungen abgetewerden. Dabei hilft die Beziehung(a) =
>_; P(a,b;), denn wir teilen nun den gesamten Coderaum in 2 Teilmeﬂité@mnd FEO) auf. Fgl) enthalt nur
die Codeworte:, dereni-tes Informationssymbol eine "1’ istf = 1). FUrPEO) gilt entsprechend,; = 0. Wir
erhalten

> plcy)

CGF,EO)

> p(c,y)

CGF,(-l)
> plyle) - P(c)
CGF,EO)

> plyle) - P(c)

cef‘gl)

L(@;) = In (1.36)

~— I (1.37)

Fur den AWGN-Kanal sind alle aufeinander folgenden Rawscte statistisch unabhangig voneinander, was
fur die Binarstellen eines Codewortes naturlich nidlt(gie Codierung fugt statistische Abhangigkeiten)ein
Die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichiéy |c) stellt jedoch die Wahrscheinlichkeitsdichte unter der éthpsec
dar (c ist keine Zufallsgrofze mehr, sondern eine feste Annahbegwegen konnen die Elementevony als
statistisch unabhangig angesehen werden (die statistissbhangigkeiten sind in der Hypothasenthalten).
Die bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte der Vektoren kaamn in das Produkt der Dichten der Vektorelemente
Uberfuhrt werden.

s T pyley) - Ple)

c€r(© j=0

s T pyley) - Ple)

cEr(V §=0

L(%;) = In (1.38)

AulBerdem ist ein Codewotteindeutig durch seine Informationshitbestimmt, wodurch fir die Auftrittswahr-
scheinlichkeitP(c) = P(u) gilt. Die Informationsbitu; sind allerdings statistisch unabhangig voneinander
(nicht die Codebit ¢;), so dassP(c) = [Ti=y P(u;) gilt.

n—1 k—1
z H p(yj|cj)' P(“J)
c€r® j=0 J=0
L(a;) =1In ! — 1 (1.39)
> I p(ysley) - P(uj)
c€r» j=0 i=

Fur systematische Codierer gilt = ¢;, weshalb der mit dei-ten Stelle korrespondierende Tefity;|c;) in
Zahler und Nenner jeweils konstant ist. Daher kann er zasammit P(u,;) aus dem Produkt und der Summe
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herausgezogen werden

[T P(uy)

k—1
0) =0 j=0
P(u; =0) cer{” 127 i

1 ! 1.40
p(yilu; = 1) i P(u; =1) +in n—1 1 ( )
21 HO p(yjles) - 1:[0 P(uy)
Lch * Y La(ui) CGFZ(. ) i;z JJ;L

Aus Gl. (1.40) geht hervor, dass siéliu;) bei einer systematischen Codierung aus drei Anteilen zomam
setzt:

| L) = Lenyi + La(wi) + Le(its) ,

(1.41)

demlog-likelihoodVerhaltnis des direkt empfangenen Symhglsalso der systematischen Komponente -, der
a-priori-Information L, (u;) (schon vom uncodierten Fall bekannt) und einem Anttgili;), der nicht vonu;

bzw. y; selbst abhangt. Dieser wird vielmehr 'von aul3en’ aus al@rch die Codierung mit; verkniipften

Bit berechnet und dahextrinsische Information genannt. Erfahren die einzelnen Codesymbole wahrend der
Ubertragung statistisch unabhangige Storungen (wie zeBin AWGN-Kanal), so istL.(u;) statistisch un-
abhangig vorl,(u;) und L., y; und liefert daher einen Beitrag zum Decodierergebnis, @eZ dverlassigkeit

der Entscheidung erhdhen kadiese Zerlegung kann nicht fur nicht-systematische Codesgorgenommen
werden!

Wir kdnnen die extrinsische Information auch noch kompakthreiben und erhalten

> nlzllp(yj; cj)

cer® J:? des) - . U <9
n—1 p(yj|Cj) fur k& <j<n.
> 1 p(yjicy)
cel"z(. ) i;l
Unter Zuhilfenahme der LLR’s lautet die extrinsische Imfi@ation
n—1
Z(O) HO exp [~ L(cj;95) - ¢
N €T, J];z . Lepyr + La(ul) fur 0<i<k
Le(ui) =In n—1 mit L(Clvyl) - { Loy fur k<l<n.
> I exp[—L(cj3y5)) - ¢
cEF(.l) ].:Q
2 J#L
(1.43)

Mit den Gleichungen (1.41) und (1.42) kann also eine Decadigdurchgefihrt werden, die neben der reinen
Hard-Decision auch ein Mal fur die Zuverlassigkeit decdkerentscheidung liefert. Ein Problem besteht
allerdings darin, dass zur Berechnung der extrinsischérnivation Uiber alle Codeworte des Coderaums

I' summiert werden muss. Man kann sich leicht vorstellen, désse direkte Realisierung d8oft-Output
Decodierung sehr aufwendig ist, insbesondere dann, weda<duit sehr grof3en Alphabeten zum Einsatz kom-
men. Fiir einen (7,4,3)-Hamming-Code mit seifér= 16 Codeworten diirfte eine Berechnung von Gl. (1.42)
kein Problem sein, firr einen (255,247,3)-Hamming-Codx gs allerding?!” = 2,3 - 107 Codeworte, so
dass Gl. (1.42) selbst auf Hochleistungsrechnern nicht meberechnen ist.

Decodierung tiber dendualen Code

Ist die Anzahl der Prifbit relativ klein, gibt es die Magiikeit, die Decodierung Uber delmalen Codeadurch-
zufiihren. Dieser ist aus dem letzten Semester noch bekadngtellt den zum Originalcod€ orthogonalen
CodeC dar. Es soll an dieser Stelle nicht auf Einzelheiten diessradierungsmoglichkeit eingegangen, die
Decodiervorschrift jedoch kurz erlautert werden. Dertgthibesteht darin, dass jetzt Uber alle Codeworter aus
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C+ summiert werden muss. Fur den oben erwahnten (255,24B3)ming-Code waren das nf = 256,
was zu einer deutlichen Vereinfachung fiihrt. Das Decedigbnis lautet [Off96]

S T [banh(L(y: ) /2]
¢/ ErL =0

L(4;) = Lenyi + La(us) +1n s : (1.44)

n—1

S (=1 T [tanh(L(ys; 1) /2)]

c/Ert

Lyl
o

In G. (1.44) stelltc] stellt dasi-te Codebit des CodewortesausC dar. Es wird also in Zahler und Nenner
Uber alle2"~* Codeworte des dualen Codés- summiert, wobei die einzelnen Summanden sich aus dem
Produkt der tanh-Terme der einzelnen Codebit zusammemsdEine weitere Moglichkeit zur Reduktion des
Rechenaufwandes besteht in der Ausnutzung der MarkowEigpaft von Codes, die in der Darstellung eines
Trellisdiagramms resultiert.

Der Ansatz tUiber den dualen Code fuhrt allerdings auch ann@um Ziel, wenn die Anzahl der Redundanzbit
gering ist. Sonst ergibt sich das gleiche Problem eineg nichewaltigenden Rechenaufwandes wie schon bei
der direkten Decodierung des Originalcodes. Fir diefle it es eine Reihe von suboptimalen Algorithmen,
die allerdings noch Gegenstand der aktuellen Forschurl sinter anderem wird versucht, leistungsfahige
Codes zu finden, die einen geringen Decodieraufwand erfofdew Density Parity Check Codesm Rahmen
dieser Vorlesung soll auf diese Verfahren nicht weiter egajngen werden.

Soft-Output-Decodierung am Beispiel eines (4,3,2)-SPC-Codes
Wir wollen nun am Beispiel eines einfachen (4,3,2)-SPCd3atleL-Algebra genauer betrachten (s. Bild 1.21).
Gegeben ist ein Informationswort

u=(101),

das zunachst codiert und BPSK-moduliert wird
c=(1010) — x=(-1+1-1+1).
Wahrend detJbertragung z.B. iiber einen AWGN-Kanal erfakrBtorungen, so dass der Vektor
y =(-0,8 +1,1+0,3 +0,4)

empfangen wird. Das Vorzeichen der Stellevurde also verfalscht, zusatzlich sind die Betrageauescht. Wir
gehen zunachst davon aus, dass keine a-priori-Informatio Verfiigung steht, d.i.,(u;) =0, i = 0,1, 2.

Bei einer einfachen Hard-Decision-Decodierung konnemden obigen Einzelfehler lediglich erkennen, aller-
dings nicht korrigieren.

Fur eine Soft-Decision-Decodierung berechnen wir zhetdie LLR’s fur jedesy; entsprechend Gl. (1.22)
und erhalten fir einen angenommenen Signal-Rausch-dstan 2 dB (., = 6, 34)

Loy = (=51 47,0 +1,9 +2,5) .

AnschlieRend werden die statistischen Bindungen der kiezeSymbole, die durch die Codierung eingebracht
wurden, ausgenutzt und die extrinsische Information aug¥1) bestimmt. Dazu stellen wir folgende Be-
trachtung an.

Bei einer Decodierung tiber den originalen Code nach (A3flwaren fur den einfachen Parity-Check-Code
23 = 8 Codeworte zu betrachten. Demgegenuber besteht der ortasgCoderaun® nur aus2™* = 2
Elementen, die Berechnung vdn (u;) Uber den dualen Code erfordert also nur die Beriicksichggeiner
Prifgleichung (das Nullwort wird nicht benotigt).
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wo [ifo] ]
Codierung l

e [1]ofr]o]

BPSK l
x  [a]afaf+]

AWGN l
v [os]+L1]03]r04] 2l > [ ]wa]] ]

LLR l l

Approximation

Ly [51]#7.0]+19]+25] [1Jofo]o]

Decodierung erkennt Fehler,
+ l kann aber nicht korrigieren

L  [+15-15[-24]-19 | L [+19-19 [-25]-1.9 ]
L@  [-3.6]+5.5]-0.5 0] L@  [32fsi]oefroe] s [ ]
P(u;korrekt) [0.973[0.996 [0.634 [0.664 P(u;korrekt) 09600994 [0,653 [0.653 | l1]o]1]o]

Fehler erkannt und korrigiert
(Vorteil von Soft-Decision)

Bild 1.21: Darstellung der Soft-In/Soft-Out-Decodierung fiir eatian SPC-Code

Da Zahler und Nenner in Gl. (1.44) fur das Nullwort Einsedygn, ist fur SPC-Codes nur noch das Codewort
¢/ = (11 ... 1)€I'* zu betrachten. Gl. (1.44) reduziert sich damit auf

n—1
1+ lg) [tanh(L(y;; ¢;)/2)]
L(i;) = Lepyi +In ——2 : (1.45)

n—1

1 — IT [tanh(L(yi;c1)/2)]

=0
14

Mit Hilfe der Beziehungn %f—i = 2arthanh(x) erhalten wir schlieflich (vgl. auch Gl. (1.33))

n—1
L(i;) = Lepyi +2arthanh [ J] [tanh(Z(yi; ¢)/2)] (1.46)
i
n—1
~ Lo+ [ ] sen{Zus e} - min{ L e} (1.47)
=0
1#i

Gl. (1.46) ist folgendermafRen zu interpretieren. Fir edi€ gilt bekanntlichc - ¢’ = 0, d.h. die Quersumme
der Binarstellen voe modulo 2 ergibt immer Null. Damit Iasst sich aber jedesd#dus der modulo-2-Summe
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aller Gbrigen Binarstellen berechnen= (3_; ,;¢;) mod 2. Soll diese Berechnung nun mit Soft-Werten
durchgefuhrt werden, ist Gl. (1.33) anzuwenden, wir égmmit dem zweiten Term in Gl. (1.46) also die
extrinsische Information Uber das Bif.

Fur ug lautet die extrinsische Information
Le(ﬁo) = Le(éo) =L(c1 ®ca®cs)

und kann nach den Gleichungen (1.32), (1.33) oder (1.34xcheet werden. Die gleichen Berechnungen wer-
den fur die uibrigen Informationshit, undus ausgefiihrt, so dass wir mit der Naherung aus Gl. (1.34)

L.(a)=(+1,9 —1,9 —2,5 —1,9)
erhalten.

Es ist zu erkennen, dass durch die Verfalschung des Vtaescvonz, fir alle Stellen bis auf = 2 die
extrinsische Information eine anderes Ergebnis (Voragihiefert als die direkt empfangenen Werte. Damit
kann sie das Decodierergebnis auch fur diese Symbolalsenién, vorausgesetzt, ihr Betrag ist groRer als der
der direkt empfangenen Werte. Auf der anderen Seite bedieioglichkeit, das verfalsche Vorzeichen von
¢ mit Hilfe von L. (49) zu korrigieren.

Da L.(u;) statistisch unabhangig von den direkten Komponeiitgyy; ist, kdnnen beide LLR’s addiert wer-
den. Ob die extrinsische Information dann das Vorzeichenimdenserem Beispiel verfalschten Bitskorri-
gieren kann und die Ubrigen (korrekten) nicht mehr vegindhangt von den Betragen der Summanden ab. Das
Ergebnis lautet

L) =Lep -y + Le(t) = (3,2 +5,1 —0,6 +0,6) — c=(1010).

Wir erkennen, dass die Vorzeichen zwar korrekt sind, deragefiir @5 ist allerdings deutlich kleiner als bei
den Ubrigen Stellen und die Entscheidung somit unsichBies wird klarer, wenn man sich die zu den LLR’s
zugehorigen Wahrscheinlichkeiten anschaut (s. Bild)1Rie Wahrscheinlichkeit fur die Richtigkeit der Vor-
zeichen betragt dort namlich n68, 5%, wahrend sie fir die restlichen Stellen nahe Eins liegt.

Das bessere Ergebnis gegeniiber der Hard-Decision-Beoodi besteht nun nicht in der Verwendung von
Soft-OutputAlgorithmen, sondern in der Ausnutzung der weichen Auggamrte des Kanal$spft-Decision
Decodierung). Die weichen Ausgangswerte des Decodiemmrsrien erst zu Geltung, wenn weitere nach-
folgende Stufen der Signalverarbeitung gewinnbringentdr@eh von ihnen machen konnen. Dies wird der
nachste Abschnitt verdeutlichen.

1.7.4 BCJR-Algorithmus am Beispiel von Faltungscodes

Der BCJR-Algorithmus wurde erstmals im Jahr 1972 vaahB Cocke, &linek und_Rwiv vorgestellt. Er
stellt eine allgemeine Vorschrift z@ymbol-by-Symb&AP-Decodierung dar, die nicht nur zur Decodierung,
sondern auch zur Entzerrung gedachtnisbehafteter Kagabesetzt werden kann. Der Vorteil des BCIR-
Algorithmus gegeniber der direkten Realisierung von GKU3) besteht in der effizienten Ausnutzung der
Markov-Eigenschaft des Kanals bzw. des Codierers. Er ggézschon der Viterbi-Algorithmus die Darstel-
lung des Systems (in unserem Fall des Kanalcodes) durchrellis@iagramm voraus. Es gibt zwar auch eine
Trellisreprasentation fUr Blockcodes, diese mufite jedoch erst neu eingefiihrt werden. Aus diesem Grund
greifen wir auf binarel /n-ratige Faltungscodes zuriick, fur die das Trellisdiegraschon bekannt ist (s. Ka-
nalcodierung ).

Ausgangspunkt zusymbol-by-SymbélAP-Decodierung ist wiederum Gl. (1.35)

L) p(u; = 1,y)
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Wir betrachten nun den Ausschnitt eines Trellisdiagramim®inen rekursiven, systematischen Faltungscodes
der Einflusslangd.. = 3. Aus Griinden der Anschaulichkeit wird in den Bildern siditsser einfache RSC-
Code mit nur 4 Zustanden verwendet, die mathematischeeitleryy jedoch allgemein gehalten.

Zustande s' Zustiande s
(s, Yr<i) p(yi,sls’) P(Yi>ils)
00 ® __,.5. Uzl e >
' u=0 —»
10 @~

01 @~

11 @
i-1 i

Bild 1.22: Ausschnitt eines Trellisdiagramms zur Erlauterung de§®@lgorithmus

Vom Zeitpunkti — 1 zum Zeitpunkt: findet durch das Informationshit; ein Ubergang von Zustand' zu
Zustands statt. Alle moglichen Zustandsiibergange— s lassen sich in zwei Klassen aufteilen, in solche, die
mit u; = 0 korrespondieren und die Ubrigen, die mjt= 1 verknupft sind. Bezeichnen wir ein Zustandspaar
mit (s, s), so kdnnen wir obige Gleichung in

( )Z p(s’,s,y)
oy s’,8),u;=0
L(t;) =1In S 275y (1.48)

(s',8),ui=1

umschreiben. Nun wird der Empfangsvekioin drei Anteile zerlegt, einen Antejt,.;, der alle empfangenen
Symbole vor dem betrachteten Zeitpurikenthalt, den aktuellen Empfangsvekior = (vio, - » Yin—1)
bestehend aus Empfangswerten und einen Antsil..;, der alle nacly; empfangenen Symbole beinhaltet.

Z p(3/7SaYk<i7Yi7Yk>z’)
(s',8),u;=0

E p(8/787yk<i7Yi>Yk>i)

(s',8),u;=1

Z p(Yk>i‘S/7SaYk<i7Yi) ’p(3/7SaYk<i7Yi)

(s',8),u;=0

Z p(Yk>i‘S/7SaYk<i7Yi) ’p(3/7SaYk<i7Yi)

(s',8),u;=1

(1.49)

Fur den ersten Faktor in Zahler und Nenner gilt: Ist dert@uds zum Zeitpunkt bekannt, so sind alle tibrigen
GroRen §, y;, yr<:) fur den Vektory,~; ohne Belang, so dass

Bi(s) == p(Yr>ils's 8, Yr<ir ¥i) = D(Yk>ils) (1.50)

gilt. 5;(s) gibt die Wahrscheinlichkeitsdichte fur die Teilfolgg~; an, wenn zum Zeitpunktder Zustand im
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Trellisdiagramm angenommen wird. Damit lautet GI. (1.49x4

> Bils)-p(s,yils', yr<i) - p(s', Yi<i)

(s',8),u;=0
Z Bi(s) - p(s,yils's yk<i) - (8, Yk<i)

L(@;) = In

Z‘ BZ(S) 'p(37yi’3/) 'p(S/,ka‘)
> Bils) (s, yils) - p(s', yh<i)

(1.51)

Der mittlere Faktor in Za_hler und Nenner von Gl. (1.51) waurd der gleichen Art und Weise abgeleitet wie
schong. Er beinhaltet didJbergangswahrscheinlichkeit des Kanals, namlich diergddteinlichkeit des Auf-
tretens vony; bei bekanntem Zustandswechsel wnachs. Es gilt

Yi(s',s) = p(s,yils") = p(s',s,y:)/P(s') = plyils', s) - Pl
= plyils’,s)- P(s|s’) . (1.52)

Der Faktorp(y;|s’, s) beschreibt didJbergangswahrscheinlichkeit des Kanals, wahr®xs|s') ein a-priori-
Wissen verkorpert. Da; = 0 undu; = 1 in der Regel gleichwahrscheinlich sind, treten auchlitiergange
s’ — s (sie korrespondieren mit = 0 bzw.« = 1) mit der gleichen Haufigkeit auf, es gift(s|s’) = 1/2.
Besitzt der Decodierer allerdings a-priori-Wissen Ukarleformationsbitu;, so ist dies gleichbedeutend mit
einem Wissen Uber die Wahrscheinlichkeit dérerganges’ — s zum Zeitpunkt. Dieses Wissen kann tiber
die GroRey entsprechend GI. (1.52) in den Decodierprozel} eingebveetten.

AbschlieRend bleibt noch die Verbundwahrscheinlichkigitste p(s’, y ;) zu erwahnen, die mit
ai—1(s") == p(s', yi<i) (1.53)
abgekirzt wird. Es ergibt sich also der kompakte Ausdruck

» )Z__O ai—1(8") - vi(s'y8) - Bi(s)
L(4;) = In — Z’: o1 (5) (5 5)  Bal) . (1.54)

(s',8),u;=1

Die Summanden aus Gl. (1.48) lassen sich also in drei Argéaelern, wobeiv; 1 (s’) die Zeitpunktek < 1,
~i(s', s) den aktuellen Zeitpunkt ung;(s) alle nachfolgenden Zeitpunkie> i abdeckt.c und s lassen sich
rekursiv berechnen, wie folgende Rechnung zeigt.

ai(s) = ps,yeeiyr) = Y p(s' s Yheitn) Zps $,Yk<i Vi)

s’

= > (s, yils yhei) - P, Yici) Zps yils') - (s, yr<i)
= Z’y,-(s',s)'ai_l(s') (1.55)

Gl. (1.55) illustriert, dass sich die durch eine Vorwartsrekursion sukzessive berechnenrassey;(s) zum
aktuellen Zeitpunki von den vorangegangenen_; (s’) des Zeitpunktes— 1 abhangt. Fup gilt entsprechend
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5@'—1(8/) = p(Yk>i—1|8/) = ZP(S/, S,Yi,Yk>i)/P(S/)

S , S yz
= > p(ynsils', s, yi) - Zp Yisils) - p(yisls’)
= Z’Y@'(S/,S) ) 5@(3) ’ (156)

d.h. 8 wird mit einer Rickwartsrekursion bestimmt (s. Bild 1).23

Initialisierung
Zur Realisierung deSymbol-by-SymbdAP-Algorithmus ist das Trellisdiagramm demnach zweielatuar-
beiten. Zunachst findet eine Vorwartsrekursion staét,zéitgleich mit dem Empfang der Kanalsymbole ablau-

fen kann. Da wir als Startzustand zum Zeitpunkt 0 stets den Nullzustand annehmen, sind die Wen¢ie
folgt zu initialisieren:

0 s#0.

Anschlie3end ist die Rickwartsrekursion zur Bestimmdagg durchzufihren. Hier missen 2 Falle unter-
schieden werden. Ist der Endzustand zum Zeitpunkdem Decodierer bekannt (z.B. der Nullzustand durch
Anfligen vonTailbit), lautet die Initialisierung

ap(s') = { L s'=0 (157)

1 s=0
Ist der Endzustand unbekannt, kann nach
Bn(s) = an(s) (1.59)
oder
Bn(s)=2"" (1.60)

initialisiert werden, wobein das Gedachtnis des Faltungscodes reprasentiert. Digpealle Abarbeitung des
Trellisdiagramms illustriert noch einmal Bild 1.23.

5(0) = a,(0) 7,(0,0)

ae(0)=1 00,00 %0 7100 00 00 (N 7(1.0)  B,,0) 4 0,0  Bui0) (0,00 Bu0)=1
00 .__».__».,—z. "« e o ow .ﬁ.ﬁ.
740, 2) o
04(2)=0 - Bra(2) Prna(2) Bn(2)=0
10 w2(1,0) ° +(1,0)
n“z 2.1
a,(1)=0 BTy : )"-~--EN*(1,.)" Pa(1)=0
01 @ [ _.-V. : [ ]
V2(3:T)
0,0(3)=0 Bra(3)." Bra(3) Ba(3)=0
11 @ L ° °
0 1 2 3 N-2 N-1 N

uF1 >
us0 —»

Bild 1.23: Abarbeitung des Trellisdiagramms durch BCJR-Algorithmus
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1.7.5 lterative ('Turbo’)-Decodierung am Beispiel zweiemparallel verketteter (5,4,2)-SPC-Codes

Die in den vorangegangenen Abschnitten vorgesteBeft- OutputAlgorithmen bieten nur dann Vorteile, wenn
nachgeschaltete Module von der Zuverlassigkeitsinftionasebrauch machen kénnen. In den hier behandel-
ten verketteten Codiersystemen erfolgt die DecodierundeinRegel durch serielle Aneinanderreihung der
Teildecodierer, und zwar unabhangig davon, ob eine &eweler eine parallele Codeverkettung vorliegt. Die
prinzipielle Vorgehensweise soll zunachst anhand eimedieten Produktcodes erlautert und dann in einer
allgemeineren Form prasentiert werden.

Gegeben sei die folgende (4x4)-Matiixbestehend aus 16 Informationsbit

c

Il
O = O =
o O~ O
O = = O
— O =

Sie wird sowohl horizontal als auch vertikal mit einem (8)45PC-Code codiert, was zusammen mit der
BPSK-Modulation zur Codematrix

-1 1 1 -1 1
1 -1 -1 -1 -1
x=| -1 1 -1 1 1
1 1 1 -1 -1
1 -1 1 -1

fuhrt. Es ist zu beachten, dass die rechte untere Ecke daixMmbesetzt bleibt, es handelt sich also um
eine parallele Verkettung der beiden SPC-Codes (unaoligier Produktcode). Durch die auf dem Kanal
einwirkenden Storungen erhalten wir die Empfangsmatrideren Elemente entsprechend Gl. (1.22)popy
likelihoodVerhaltnisse umgerechnet werdefy (Ny = 2dB).

0,1 1,2 0,2 —0,5| 1,0 0,6 7,6 1,3 —3,2 6,3
0,8 —-0,7 0,6 —0,1|-1,5 51 —4,4 3,8 —0,6| —9,5

y=| -1,2 05 -0,9 1,2| 02 | = Lay=| -7,6 3,2 —5,7 17,6 1,3
0,2 —-0,2 1,3 —1,5|-2,0 1,3 —1,3 82 —9,5|—-12,7
0,3 —0,9 1,2 —1,1] 1,9 —57 7,6 —7,0|

Diese Matrix bildet nun den Ausgangspunkt fir eiitenativen Decodierprozeld der im Folgenden beschrie-
ben wird und mit der vertikalen Decodierung beginnt. Wirseis aus Gl. (1.41)
L(t;) = Lenyi + La(ug) + Le()

dass sich das LLR bei systematischen Codes aus drei Antaisammensetzt, einer a-priori-Information
L, (u;), einem systematischen direkten Antej},y; und der extrinsischen Informatidn. (). WahrendL,, (u;)

uns jetzt noch nicht zur Verfiigung steht, stellt die Matffjy,y den direkten, schon berechneten Anteil dar und
Le(1;) soll mit Hilfe von Gl. (1.34) berechnet werden. Wir erhalteach der vertikalen Decodierung! zu

jedem Informationsbit eine extrinsische Informatibbl(ﬁi), z.B.
L'el(ao) = =min(5,1; 7,6; 1,3; 1,9) - (+1)(—1)(+1)(+1) = —-1,3

LLl(ﬁl) = =min(0,6; 7,6; 1,3; 1,9) - (+1)(—1)(+1)(+1) = —0,6

die zur direkten Komponente hinzu addiert wird und daﬁ\(ﬁi) ergibt (y; stellt den Anteil der Informationsbit
vony dar).
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1. Iteration, vertikale Decodierung

Leny
0,6 7,6 13 -3,2 6,3
51 -4,4 3.8 -0,6 -9,5
-7,6 3,2 -5,7 7,6 1,3
13| -13 8,2 -9,5| -12,7
19 -5,7 7,6 -7,0

(8
L., (1) LY (8) = Loyys + L1 (8)
-1,3 -1,3 -3,8 -0,6 -0,7 6,3 -2,5 -3,8
-0,6 1,3 -1,3 -3,2 . 45 -3,1 2,5 -3,8
0,6 -1,3 1,3 0,6 -7,0 1,9 -4.4 8,2
-0,6 3,2 -1,3 -0,6 0,7 1,9 6,9 -10,1

Damitist die erste vertikale Decodierung abgeschlossenb&echnete extrinsische Informatibbl(ﬁi) stellt
das Wissen Uber ein bestimmtes Informationspitines Codewortes aus der Sicht aller UbrigenBjt; dieses
Codewortes dar, nicht aber aus der Sicht ugrselbst. Da bei der horizontalen Decodierudg nun andere
Binarstellen zu einem Codewort zusammengefal3t werddreatter vertikalen, ist die extrinsische Information
statistisch unabhangig von den Symbadgrines horizontalen Codewortes und ein a-priori-Wisserfa.

L, (@) = L, (1) (1.61)

Fur die horizontale Decodierung wird dahb;l(ﬁ) zu jedem empfangenen LLR.,y hinzu addiert (beide
Informationen beschreiben das gleiche Bit und sind sististunabhangig voneinander)

Lonyi + L, 1 (@) . i=0...15

Lenyo + L1 (i) 0,6+ (—1,3) =—0,7
Lo + L, (@) = 5,14 (~0,6) =4,5

und wir erhalten folgende Eingangsmatrix fiir die erstezumtale Decodierung. Mit diesen 'neuen’ Eingangs-
werten startet jetzt die horizontale Decodierung.

1. Iteration, horizontale Decodierung

Leny + Ly (u) L, (q)
07| 63| -25] -38] 63 25] -07] 07] 07
45| 31| 25| 38| 95 25| 25| -31] 25
70| 19| 44| 82| 13| 13| 13| 13| 13
07| 19| 69| -101] -12.7 19| 07| 07| -07
19| 57| 7.6 -7.0

4

Ly (@) = Lepys + L,1(u) + L4 (1)
1,8 5,6 -1,8 -3,1
2,0 -0,6 -0,6 -1,3
-8,3 3,2 -5,7 9,5
2,6 2,6 76| -10,8
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1. Iteration, geschatzte Daten
Nach der ersten Iteration erhalten wir folgende geschataten

>
(e N Nevl Nan)

1
1
0
1

| = = =

(e} Nl N Nean)

Ein Vergleich mit der gesendeten Informationsmatiizeigt, dass zwei Fehler aufgetreten sind, in der ersten
Zeile das erste und das dritte Bit. Allerdings ist das Desxagebnis noch verbesserungsfahig, daltidsisher
noch nicht die extrinsische Informatidiy, , (1) des horizontalen Decodierers als a-priori-Informatiosreu-

zen konnte. Folglich fiihren wir nun eine zweite lteratiamah, in derD! wieder beginnt, diesmal allerdings
mit Unterstitzung des a-priori Wisseﬁé,z(u) = L_,(u). Die Eingangsmatrix lautet

31] 69| 21| -25| 63
26| -1,9] 07| 19| -95
Loy +Li,wy=] -89 45 -70] 89| 13|
32| 06| 89| -102| -12,7
19| 57 76| -7.0

Es ist zu beachten, dass die extrinsische Informaﬂé@(ﬁ) von D! der ersten Iteration nicht wieder als a-
priori-Wissen an den Eingang vddl zuriickgefilhrt wird. Dies ist sehr wichtig, da sonst eitzele Korrelation
mit den Ubrigen Eingangswerten vorhanden ware. Es waad stetshur der fur einen bestimmten Decodie-
rer neue Informationsanteil (die extrinsische Information des anderen Decodierers) weitergeleiteDie
vertikale Decodierung liefert in der zweiten Iteratiorgjdblgendes Ergebnis.

2. lteration, vertikaler Decoder

Lepy + le,2(u)
3,1 6,9 2,1 -2,5 6,3
2,6 -1,9 0,7 1,9 -9,5
-8,9 4,5 -7,0 8,9 13
3,2 -0,6 89| -10,2| -17,2
1,9 -5,7 7,6 -7,0

\(8
L., (1) LL(8) = Lewy + Ll ,(y) + LLo(8)
-1,9 -0,6 -0,7 1,9 1,2 6,3 1,4 0,6
-1,9 0,6 -2,1 -2,5 . 0,7 -1,3 -1,4 -0,6
1,9 -0,6 0,7 -1,9 -7,0 3,9 -6,3 7,0
-1,9 1,9 -0,7 1,9 1,3 1,3 8,2 -8,3
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2. Iteration, horizontaler Decodierer
Die Eingangswerte des horizontalen Decodierers und dasdierergebnis lauten in der zweiten Iteration:

Leny + Ly 5(u) L. »(1)
-1,3 7,0 0,6 -1,3 6,3 -0,6 0,6 1.3 -0,6
3,2 -3,8 1,7 -3,1 -9,5 . -1,7 1,7 -3,1 1,7
-5,7 2,6 -5,0 5,7 1.3 -1,3 13 -1,3 1.3
-0,6 0,6 7,5 -7,6| -12,7 0,6 -0,6 -0,6 0,6
19 -5,7 7,6 -7,0

4

Ly (@) = Lepy + L, o(y) + L 5(0)
-1,9 7,6 2,1 -1,9
1,5 -2,1 -1,4 -1,4
-7,0 3,9 -6,3 7,0
-0,0 0,0 6,9 -7,0

2. lteration, geschatzte Daten

>
K|~Rlo|
Ol | =[O

[l =l el W

K|ol—~| O

Wie zu sehen ist, sind die zuvor falsch decodierten Bieliest der ersten Zeile korrigiert worden, dafiir treten
nun zwei Unsicherheiten in der letzten Zeile auf (1. und al@p. Die LLR’s gleich Null lassen nur eine rein

zufallige Entscheidung zu, so dass die Fehlerwahrsabkekdit bei diesen beiden Binarstellen 560% liegt.

In der Hoffnung auf eine Verbesserung dieser beiden Fetleeh wir die Decodierung noch ein drittes Mall
durch.

3. Iteration, vertikaler Decodierer

Loy + L, 5(u)
0,0] 82| 26| -38] 623
34| -2,7] 07| 11| 95
89| 45| 70| 89| 13
19| -19| 82| -89| -12.7
19| 57| 76| -7,

(8
L. (1) Ly(8) = Lewy + Ll 5(y) + LL4(8)
-1,9 -1,9 -0,7 1,1 -1,9 6,3 1,9 2,7
0,0 1,9 -2,6 -3,8 . 3,4 -0,8 -1,9 2,7
0,0 -1,9 0,7 -1,1 -8,9 2,6 -6,3 7,8
0,0 2,7 -0,7 1,1 1,9 0,8 7,5 -7,8

1.7. DECODIERUNG VERKETTETER CODES 36



Kanalcodierung Il \J Universitat Bremen
Dr.-Ing. Volker Kiihn, Dr.-Ing. Dirk Wilbben Fachbereich 1, ANT

3. Iteration, horizontaler Decodierer

Ly + Lgs(w) L, (1)

-1,3 57 0,6 -2,1 6,3 -0,6 0,6 1,3 -0,6
51 -2,5 1,2 -4.4 -95 . -1,2 1,2 -2,5 1,2
-7,6 1,3 -5,0 7,5 1,3 -1,3 1,3 -1,3 1,3
1,3 1,4 7,5 -8,4| -12,7 1,4 1,3 1,3 -1,3
1,9 -5,7 7,6 -7,0

Y

Ly (0) = Lepy + L, 5(y) + L 5(0)
-1,9 6,3 1,9 2,7
3,9 -1,3 -1,3 -3,2
-8,9 2,6 -6,3 8,8
2,7 2,7 8,8 -9,7

3. Iteration, gesclatzte Daten

O = O =
[en) Nen) i Neaw]
O == O
—| o]~

Nach der dritten Iteration sind nun alle Informationshbithitig geschatzt worden. Dieses Beispiel soll verdeut-
lichen, dass bei verketteten Codes die extrinsische Irdtbam einer Binarstelle als a-priori-Information fur
die Ubrigen Codes eingesetzt werden kann. So konnte in tégeroBeispiel mit jeder Iteration eine Verbes-
serung und am Ende sogar eine fehlerfreie Decodierunglternmeden. Selbstverstandlich fuhrt die iterative
Decodierung nicht immer zu einer fehlerfreien Losung.

1.7.6 Generelles Konzept der iterativen Decodierung

Wie im vorangegangenen Abschnitt deutlich wurde, bestehGdundidee der iterativen Decodierung darin,
bei jedem Teildecodierprozel’ eine extrinsische Inforomatu extrahieren, die den nachfolgenden Decodierern
als a-priori-Information dienen kann. Es darf jeweils nigsg extrinsische Information weitergereicht werden,
da sonst statistische Abhangigkeiten zu den Ubrigendgfiggwerten eines Decodierers auftreten, die das De-
codierergebnis verschlechtern. Bild 1.24 veranschatudiichprinzipielle Struktur dieses Decodierprozesses fur
das Beispiel einer parallelen Codeverketting

Sowohl der horizontale als auch der vertikale Decodiersitben zwei Ausgange: Einer liefert die extrinsische
Information L.(), die zusammen mit den Kanalausgangswerten das Eingangksimes Teildecodierers
bildet. Der zweite Ausgang enthalt das komplette DecedigbnisL (1), aus dem dann durch Hard-Decision
die Decodierentscheidung gewonnen werden kann.

Der Name 'Turbo-Codes’
Fur die in Abschnitt 1.4.2 vorgestellten Turbo-Codes i B.24 leicht zu modifizieren, um das Interleaving
explizit sichtbar zu machen. Ferner ist Gl. (1.41) zu entmeh ist, dass die extrinsische Information durch

%Bei einer seriellen Codeverkettung sind die Codesymboldes auReren Codierefy die Eingangssymbole des inneren Codierers
C>. Daher muss der auBere Decodieler Soft-Werte fur die codierten Bit; liefern, nicht nur fur die Informationsbit.
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L; (&) = L(u)
v | /a _
Loy p L) = Lo ()
D~ L() D!
- L™ ()
Bild 1.24: Iterativer Decodierprozel3
Subtraktion
Le('&i) = L(ﬁ,) — Lchyi — La(u,-) (162)
extrahiert werden kann. Wir erhalten somit die in Bild 1.REzBierte Struktur.
L3 () = Ly(u) -1k M.
N
A
4
) 1/
AN D, I o) Leny + Le (u2 I » D >
| = I
LY(0) = Lepy + Li(1) + L2 (1)

Bild 1.25: Iterativer Decodierprozel? fur Turbo-Codes

Die von den Decodierern erzeugtsoftWerte L' (1) bzw. L? (i) setzten sich bekanntermalen aus drei Antei-
len zusammen, von denen der Anteil der a-priori-Informrafig (1) subtrahiert wirdUbrig bleiben der direkte
Informationsanteil der Kanalausgangsweftg,y und die extrinsische Informatioh. (1), wobei letztere fur
den nachfolgenden Decodierer eine a-priori-Informatitdel.

1.7.7 Ergebnisse zur iterativen Decodierung

Im letzten Abschnitt sollen noch einmal ein paar exemptaesErgebnisse zur iterativen Decodierung vorge-
stellt werden, um die recht theoretischen Herleitungenateten Abschnitte zu veranschaulichen. Aul3erdem
kann die Abhangigkeit der Leistungsfahigkeit verkettefodes von wichtigen Parametern verdeutlicht werden.

Die Bilder 1.26 und 1.27 zeigen die Ergebnisse ldeion-BoundAbschatzung fur drei verschiedene Produkt-
codes. Sie wurden aus drei Hamming-Codes konstruiert, defirflamming-Code, dem (15,11)-Hamming-
Code und dem (31,26)-Hamming-Code. Dabei wurde nur die ®itttistanzd,,;, = 5 beriicksichtigt. Sie
ist fir alle drei Codes identisch, da Hamming-Codes stetsviindestdistanz 3 besitzen und somit der un-
vollstandige Produktcode die Mindestdistahz 3 — 1 = 5. Lediglich der Koeffizient; aus GI. (1.11) ist
unterschiedlich, weshalb die Verlaufe sich leicht urdkesden ((7,4)cs = 0, 5625, (15,11):¢c5 = 0,2975,
(31,26):¢c5 = 0,1479). Asymptotisch spielt dieser Faktor keine Rolle mehr.

Die Kurven sind also nur fur grof3e Signal-Rausch-Abstagdnau. Trotzdem sind sie geeignet, um einige
tendenzielle Aussagen zu treffen. Tragt man die Kurvesr il /N, auf, ergeben sich wegen

/. Es
P, <5 -erfc ( 5F0>
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Bild 1.26: Union-BoundAbschatzung (asymptotisch) fur Produktcodes a) gV, und b) UibetE, /Ny
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-4

10

Pb—)
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10

4 5 6
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Bild 1.27: Union-BoundAbschatzung (asymptotisch) fiir Produktcodes UBgiV,

10

nahezu keine Unterschiede, was aufgrund der gleichen Idididéanz nicht verwunderlich ist. Allerdings ist
zu beachten, dass die drei Codes jeweils unterschiedlicker@ten besitzen und somit auch die erforderliche
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Bandbreite variiert. Berlicksichtigt man diese Tatsaaleteagt Uber, /Ny auf,

D
Py < ¢ - erfc < 5RN0b>

so erhalt man die in Bild (1.27) dargestellten Verlaufe.vidrd der deutliche Vorteil des (31,26)-Hamming-
Codes deutlich, da er einerseits den geringsten Koeffementbesitzt, andererseits die Distaig;, = 5 mit
wesentlich geringerer Redundanz erreicht und somit eioBaye spektrale Effizienz besitzt. Bezogen auf die
je Informationsbit Ubertragene Energie ist dieser Prochde also der beste der drei Kandidaten.

In den folgenden drei Bildern (1.28 - 1.30) sind Simulatenggbnisse dargestellt. Es wurden insgesamt stets 3
Decodierdurchlaufe durchgefuhrt. Zum Vergleich istg¢ée/das Ergebnis der analytischen Abschatzung eben-
falls mit aufgefuhrt.

. Produktcode Hamming (7,4)

10 F T T T T T T T
i -o- It.1
- 1t.2
a1 -0~ 1t.3
10 ¢ = —— analyt
A SR FimoN ]
=8

Ey/Np in dB —
Bild 1.28: Bitfehlerraten fur Produktcode aus zwei (7,4)-Hammingd€s

Es ist erkennbar, dass mit jeder lteration der zusatzliébeinn kleiner ausfallt. Dies liegt an der Tatsache,
dass stets die gleichen Informationsbit geschatzt wettiehdie als a-priori-Information genutzte extrinsi-
sche Information immer starker mit den Ubrigen Eingaagmal korreliert. (Dies verdeutlicht noch einmal die
Wichtigkeit der statistischen Unabhangigkeit der a4pilioformation von den tibrigen Eingangssignalen). Die
Gewinne zusatzlicher Iterationen fallen um so hoher jpugiol3er der Interleaver ist. Je weiter benachbarte Bit
durch ihn auseinander gewirfelt werden, desto bessdwesstatistische Unabhangigkeit erfillt.

In Bild 1.30 ist aulRerdem deutlich zu erkennen, dass dieBifkurven ab einem gewissen Signal-Rausch-
Abstand abflachen. Dies ist nicht auf Simulationsungenaitign zurtickzufiihren, wie der Vergleich mit dem
asymptotischen Verlauf der analytischen Abschatzungt zeiir grof3e Signal-Rausch-Abstande dominiert ein-
zig und allein die Minimaldistanz, und diese bestimmt diei@tng der Fehlerkurven. In Bild 1.29 is dieser
Effekt ebenfalls zu beobachten, allerdings nicht so ausggp

Die Bilder 1.32 und 1.31 zeigen noch einmal den Vergleichdder Produktcodes, nun aber anhand von Simu-
lationsergebnissetber E; /Ny aufgetragen ist zu erkennen, dass die MindestdistanzdidegSignal-Rausch-
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0 Produktcode (15,11)-Hamming und (15,11)-BCH
lO F T T T T T
i -o- It1
- t.2
I -0 It.3
10 B = = : = : . — E
1%\§§;;s\ : analytE
[ %Q« : © - ]
I S o ]
| &3: TNe
102 | Ba S ! , !
r S "0 ]
N SN ]
(*)\\ N SN
/]\10_3’ I b é\\'\ \Q g -
< | S o
N % Q\
D N
1645 \\1¥\ TR 5
; &N b
L N Xﬁ N
—57 \<>\\ N \O\
10 » SU% \\ A
i 9
10_6 1 I 1 ! !
0 1 2 3 4 5 6

Eb/NO indB —
Bild 1.29: Bitfehlerraten fur Produktcode aus zwei (15,11)-Hamm@Gages

Produktcode (31,26)-Hamming

10° ¢ : ‘ ‘
b It.1
i It.2
al t.3
10 % : RSk : G —— analyt
-2
10 "k : S : i : E
Tldﬁ?" E
<t
10_4? o : [ : o : E
10_5? o : . : ¥ : E
10_6 | | | | |
0 1 2 3 4 5 6

Ey/Ny in dB —
Bild 1.30: Bitfehlerraten fur Produktcode aus zwei (31,26)-Hammages
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Abstande dominiert, hier verlaufen alle drei Kurven selkhtbeieinander. Fiir kleinere SNR erweist sich der
(7,4)-Hamming-Code als der beste Komponentencode.

0 Vergleich von Produktcode verschiedener Hamming—Codes tber Esh
10 F T T T T T E

(7,4) |
— (15,11) ]
_ (31,26) ]
10 & : : : : 3

T10°%

Es/Np in dB —
Bild 1.31: Vergleich der Bitfehlerraten fir Produktcodes Ulbgr Ny

Beriicksichtigt man wiederum die unterschiedlichen Catdgr, so ergeben sich die in Bild 1.32 dargestell-
ten Verhaltnisse. Aufgrund der besten spektralen Effzleesitzt der (31,26)-Hamming-Code die grofite Lei-
stungsfahigkeit.

Zum Ende dieses Kapitels zeigen die Bilder 1.33 bis 1.37 dielghisse fir die in Abschnitt 1.4.2 vorgestellten
Turbo-Codes. Es wird deutlich, dass auch hier mit zuneherehdrationszahl die Gewinne immer kleiner
werden. Weiterhin fuhrt eine VergroRerung des Intedeszu einer Verringerung der Bitfehlerrate. Allerdings
sind hier lediglich einfache Blockinterleaver eingesetatden. Wie schon diskutiert wurde, sind aber pseudo-
zufallige Interleaver besser geeignet. Dies ist dararrkenmen, dass eine Vergrof3erung von 400 auf 900 Bit
keinen groRen Gewinn mehr liefert.
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0 Vergleich von Produktcode verschiedener Hamming—Codes ber EbN
10 F T T T T T
5 — (74
— — (15,11) |
| : — (31,26)|]

T10° -
< f
107
10°}
10_6 | | | | |
0 1 2 3 4 5 6
Eb/NO indB —
Bild 1.32: Vergleich der Bitfehlerraten fur Produktcodes Gligy Ny
0 10x10 Block-Interleaver
10 F T T T T T T T ]
: — It. 1 [
— It. 2 |
— It. 3 |/
— It. 4
— It.5 [
It. 6 |1

1 15 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 55 6

Ey/Nyin dB —
Bild 1.33: Bitfehlerraten fur Turbo-Code mit 10x10-Blockinterleav
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30x30 Block-Interleaver
0

10 F T T T T T T | ]
. — It. 13
— It. 2 |
— It. 3|

— 1t. 4
— It.5 |3
It. 6 |

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6
Eb/No indB —
Bild 1.34: Bitfehlerraten fiir Turbo-Code mit 30x30-Blockinterleayv

900 Random-—Interleaver

100 F T T T T T T I
: TR
2
I3
o 4
10F T
’ It. 10 |]
+
Q:‘D L
107 sss:: NN : : : : ]
10_4; 3

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 45 5 55 6
Eb/No indB —
Bild 1.35: Bitfehlerraten fiir Turbo-Code mit 30x30-Zufallsintealesr
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900-Random-Interleaver, Rc=1/3

10 F T T T T T T T |
; — It. 1
I — It. 2
I — It. 3
~1 — It.4
10 "¢ — 1.6 |
It. 10

3 3.5 4 4.5 5 55 6
Eb/No indB —

Bild 1.36: Vergleich der Bitfehlerraten fur Turbo-Code mit 30x30fdlisinterleaver und?. = 1/3

0 Vergleich der unterschiedlichen Interleaver
10 F T T T T T T I I T
. — FC, Lc=9
— BIL-100
I — BIL-400
9 — BIL-900
10 bt 5 : | — RIL-900
- : RIL-900,Rc=1/3|]

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 55 6
Eb/N() indB —
Bild 1.37: Vergleich der Bitfehlerraten fur Turbo-Code mit versaléaen InterleavergroBeR{ = 1/2)
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Kapitel 2

Trelliscodierte Modulation (TCM)

2.1 EinfUhrung

Im ersten Teil der Vorlesung 'Kanalcodierung I’ wurden wdnigdene Verfahren der Kanalcodierung zur Feh-
lererkennung und Fehlerkorrektur vorgestellt. Alle Vartn basieren auf der Technik, dem Datenstrom Red-
undanz hinzuzufiigen. Hierdurch wird nur ein Teil der nidlitn Sequenzen tatsachlich ziibertragung ver-
wendet, so dass sich die Distanz zwischen giiltigen Caogieiobrhdht. Anhand der zugefiigten Redundanz ist
es dann moglich, Fehler zu erkennen und sogar zu korrigiere

Fur viele Kanale ist die jedem Nutzer zur Verfligung stelee Bandbreite jedoch streng begrenzt (Beispiel:
Telefonkanale, ca. 3 kHz). Bei einer binaren Modulatiamien schon im uncodierten Fall nur geringe Da-
tenraten uUbertragen werden. Eine zusatzliche Kanatomaly wilrde die Datenrate weiter reduzieren, so dass
eine Dateniibertragung Uber derartige Kandale unaittrakitd. Eine Losung dieses Problems bietet dle-
dierte Modulation, die Kanalcodierung und hochstufige Modulation gewinrgeimd miteinander kombiniert.
Aus diesem Grund beschatftigt sich der nachste Abschititinehrstufigen linearen Modulationsverfahren, die
schon aus der Vorlesung 'Nachrichtentbertragung’ betksein durften.

Historie
Die Entwicklung der codierten Modulation geht zuriick aigf @0er und 80er Jahre.

1977. Mehrstufencodediiultilevel Code} mit Kaskadierter Decodierundg/ultistage Decodin
Erstes praktisches Verfahren von Imai / Hirakawa (fandazhist keine grofl3e Beachtung)

1982: Trelliscodierte Modulation von Ungerbock
Bahnbrechende Arbeit von Gottfried Ungerbock; Durchhrircvielen Anwendungsbereichen wie der
Modemtechnik und der Satellitenkommunikation

2.2 Lineare digitale Modulationsverfahren

2.2.1 Grundlagen

Im letzten Semester wurden in Zusammenhang mit der Codjeausschlielich binare Modulationsverfahren,
wie z.B. BPSK bzw. 2-ASK betrachtet. Die Sendesymbole wa@nit antipodale Signale mit den Werten
z(l) = £/ Es/Ts, d.h. es kanm = 1 Binarstelle je Symbol tibertragen werden. Bei der CoedieModulation
betrachten wir in dieser Vorlesung dagegen mehrstufige Mtdasverfahren, und zwar dig-PSK sowie die
M-QAM. Sie gelten als bandbreiteneffiziente Verfahren, @ansit zunehmender Stufigkeit immer weniger
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Bandbreite bei konstanter Informationsrate bendtigeszDandern wir die Notation gegeniber dem letzten
Semester geringfugig.

Der Kanalcodierer erhalte nun Vektora(l) = (u1(l) - - - ux(l)) der Langek mit binaren Elementen;(1)€{0,1}
im SymboltaktT. Er liefert dann im gleichen Takt Vektoreril) = (co(l) - - ¢m—1(1)) mit ¢;(1)€{0,1} und

m > k, die dann im Signalraumcodiereviépped auf eines von\/ = 2" skalaren Kanalsymbolen(l) ab-
gebildet werden. Die modifizierte Struktur des Datenitbgringssystems ist in Bild 2.1 dargestellt. Dabei ist
zu beachten, dass der Signalraumdecodierer nicht unklidsanigentschiedene Werte liefern muss, sondern er
kann auclBoft-Wertédberechnen (vgl. Kapitel 1). Dies ware dann fir den nagjgiotien Decodierer von Vorteil.

Digitale | *()| Kanal- c() Signalraum- z(D)
Quelle encoder codierer

T

Y

Modulator |—

\ 4

Langek Langem > k

I Kanal- Signalraum-I<
Senke TAl(T)decoder () decodierer y(1)

Bild 2.1: Blockschaltbild des digitalebbertragungssystems

Demodulator

Diskreter Kanal

Im Rahmen der Vorlesung beschranken wir uns_auf lindagiéale Modulationsverfahren, also beispielsweise
Phasen- und Amplitudenmodulation. Nichtlineare Verfahnee z.B. CPM Continuous Phase Modulatipn

zu der auch die im GSM-Standard verwendete MBknh{mum Shift Keyinggehort, sollen hier nicht behandelt
werden. Bild 2.2 zeigt typische Signalraumkonstellatiotinearer Modulationsverfahren. Es ist zu beachten,
dass die Signale jetzt in der Regel komplexwertig sind. lirtée Semester konnten wir ohne Einschrankung
der Allgemeingultigkeit von reellen Symbolen ausgehelesilt nun nicht mehr, was direkte Auswirkungen
auf die Berechnung von Fehlerwahrscheinlichkeiten undrikiat mit sich bringt. Die GroReé\, beschreibt

in Bild 2.2 den euklidischen Abstand zwischen benachba®gmbolen in Abhangigkeit der Symbolenergie
E; /T und stellt somit die kleinste euklidische Distanz im Sigaain dar.

Selbstverstandlich enthalt Bild 2.2 nur eine kleine Aakiwon Modulationsverfahrergtate-of-the-Arif CM-
Verfahren verwenden heute die 960-QAM, um liber TelefoalaDPatenraten von bis zu 56 kbit/s zu Ubertragen.
Dabei ist zu beachten, dass die Symbolrate und damit diebgndbreite weiterhin auf 3,2 kHz begrenzt sind.
Im Rahmen dieser Vorlesung sollen anhand einiger Ubeubetnar Beispiele die Prinzipien der Codierten Mo-
dulation veranschaulicht werden.

Es stellt sich weiterhin die Frage, wie der Signalraumawdielie binaren Daten der codierten Seque(iz

auf die Symbolfolger (1) abbildet. Normalerweise wird ohne Beriicksichtigung dan&codierung eiGray-
Codegewahlt. Dieser zeichnet sich dadurch aus, dass sich beade Symbole beziglich ihrer binaren Ken-
nung nur durch ein Bit unterscheiden. Eine derartige Zuamdrgarantiert nun, dass beim Verwechseln zweier
benachbarter Symbole nur ein einzelnes Bit gestort wira.dizse Art der Verwechslung die haufigste ist,
wird somit eine minimale Bfehlerrate erzielt. Bild 2.3 zeigt die entsprechendeyatadierung fiir die obigen
Modulationsverfahren.
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4-QAM , 4-PSK (QPSK) 8-PSK
A Im A Im
° £ o Ao = 2sin(7/8) - \/Es/T;
Ao = 21/E,/(2T;) A% =0,586E; /T
A} =2E,/T, i A
| | ES/TS\ »
| ‘ " " Re
[ ] " N A
° + . ——— e | o
16-PSK 16-QAM Ao =2 BT,
A Im A Im AZ = 0,4F, /T,
e e (] e3af @ L —
°

° °
° ° ear o o~

, ES/TS‘ - N
[ .ilp —38. -é. él 3‘8. g Re

° Ay = 2sin(w/16) - \/Es/Ts i ®-ar © L

° ° A2 =0,152E; /T, a = /B J(10Ty)
oo
° o, + o °
-3a

Bild 2.2: Signalraumdiagramme fiir einige hochstufige lineare Maiilothsverfahren

4-QAM , 4-PSK (QPSK) 8-PSK
A Im A Im
10e T ® 00 olle T @00l
010@ ® 000
” Re > Re
110 ® 100
11e 1 ® 01 111le | @101
16-PSK 16-QAM
A Im A Im
01109 | 0010 ° e o °
0l1le ® 0011 0111 0110 | 0010 0011
010le ® (001
[ ) ® + O [ ]
0100 ® 0000 0101 0100 | 0000 0001
1100® e 1000 e 1101 1100 | 1000 1001 Re
[ ] ®e + ©o [ ]
1101@ ©1001
e | _ o1l 1110 1011
1110. .1010 11.11 o | 10.10 0.

Bild 2.3: Gray-Codierung firr einige lineare Modulationsverfahren

2.2.2 Bandbreiteneffizienz linearer Modulationsverfahra

Ein wichtiges Mal3 zur Beurteilung eines Modulationsveréais ist die Bandbreiteneffizienz. Sie spielt ins-
besondere bei der codierten Modulation eine wesentliche Rad hangt nicht nur von der Stufigkeit des
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Modulationsverfahrens, sondern auch von der Impulsfogmait dem Tiefpafy,.(t) ab. Bei einer Symbolrate
rs betragt die Symboldauér; = 1/r¢, wodurch sich miy, (¢) die Bandbreite

(&%
B=— 2.1
= @.1)

ergibt. Der Werty im Zahler von Gl. (2.1) hangt dabei direkt von der Imputsfong ab. Dies soll anhand eines
Beispiels verdeutlicht werden.

Beispiel: Kosinus-roll-off-Impulsformung
Die Impulsantwort eines Kosinus-roll-off-Filters hat la@ktermal3en die Form

. t t
sin <Wi) cos (WTTS> _ sin(wyt)  cos (wrt)

2 2
"1 (at) et 1o ()

gr(t) =

wobei fy = wy/(27) = 1/(2Ts) die Nyquist-Frequenz bezeichnet. Das zugehorige Spakautet

fur%gl—r
.[1+cos(%(l%‘—(1—r))>} furl —r< el <14y
furﬁzu—r

G,(jw) =

S = =

Damit ergibt sich z.B. fur die beiden Extremfalle= 0 (idealer Tiefpal3) und = 1:

. 1 furdl <q I | | [ =]
GT:O(.JO‘)) = { 0 SOHU;I{ - 1 RN ---r=1
0.8 .
1 J \
- B=2fN:i:rs—>a:1 0ol .
0.4f i
l . T W (] M < ////
Grr(ju) = 2 [1 + cos <2 wN)] far oy S 2 0al )
0 sonst
2 =2 -1 0 1 2
— B:4fN:T:2']"S—)a:2 (JL)/(JL)N

S

Fur den idealen TiefpaR entspricht die Bandbréitem Ubertragungsband (bei angenommener Verschiebung
ins Ubertragungsband durch eine Amplitudenmodulation) dent®yrater, bzw. dem Kehrwert der Sym-
boldauerTs. Es ist zu beachten, dass im aquivalenten Basisband niitadite der Bandbreite benotigt wird
(AM verdoppelt die Bandbreite). Ein Kosinus-roll-off-tgr mit» = 1 benotigt dagegen die doppelte Band-
breite B = 2/Ts. Im weiteren Verlauf soll idealisierend stets der ideale Tigal3 (« = 1) angenommen
werden!

Definition der spektralen Effizienz:

Info-Datenrate  r, 1/T, T
Bandbreite B  «/Ts Ty

Fir den idealen TiefpaR gilt also, dass die spektrale Effignzz im Ubertragungsband gleich der Anzahl
Bit je Kanalsymbol ist.
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2.2.3 Fehlerwahrscheinlichkeit linearer Modulationsvefahren

Zur Beurteilung der Leistungsfahigkeit linearer Modidasverfahren soll nun die Fehlerwahrscheinlichkeit
betrachtet werden. Wir nehmen dazu einen AWGN-Kanal natthB4 mit spektraler Rauschleistungsdichte
Ny /2 an, wobei zu beachten ist, dass die Grof8én, n(I) undy(l) nun komplexwertig sein kdnnen.

n(l)

x() y()

Bild 2.4: Darstellung AWGN-Kanal

e Symbolfehlerwahrscheinlichkeit nadfaximum LikelihooeKriterium
Py=P(lly@) —zO* > ly@) =2'OF) ¥ a@), 2’ ()€Am, x() #2'(1)  (2.3)
e Exakte Berechnung der Fehlerrate i.a. sehr aufwendig

— Naherung: In den meisten Fallen werden direkt benachlymbole verwechselt, da sie die geringste
euklidische Distanz zueinander besitzen!

— Wahrscheinlichkeit, dass zwei benachbarte Symbole vdrsadiowerden, dominiert die Gesamtfehlerrate
(s. [KamO04])

— Euklidische Distanz zwischen benachbarten Symbdlgiist ausschlaggebend
(je grol3erA, desto geringer die Fehlerrate)

e Laut Bild 2.2 nimmtA, mit wachsender Stufigkeit des Modulationsverfahrens ab

e Fir PSK-Modulation gilt allgemein:

X s
Ao = 2sin (M) “\/ Es/Ts (2.4)
— Mit steigender spektraler Effizienz wachst gleichzeitig auch die Fehlerhufigkeit!

M-PSK

Im folgenden betrachten wir zunachst die digitale Phasetutation. Zur Berechnung der Auftrittswahrschein-
lichkeit eines Fehlers nehmen wir Bild 2.3 zur Hilfe. OhnesB®ankung der Allgemeingiltigkeit betrachten
wir die beiden Symbol€000) und(100) einer 8-PSK mit der euklidische Distar. Wird das Symbo(100)
gesendet, tritt genau dann ein Fehler auf, wenn der Imegiha; des Rauschens groRer als /2 ist. Die
Wahrscheinlichkeit hierfur ist vom Signal-Rausch-Alpstd’; /Ny bzw. E, /Ny abhangig und lautet

P(r>5) = P> VBT s ()

1 Es . 1 Eb .
= §erfc (\/;0 SlIl(ﬂ'/M)) = ierfc (1 /mﬁo 'SlIl(?T/M)) . (2.5)

Es ist zu beachten, dass pro Symbolnformationsbit Uibertragen werden, weshalb der ZusanharegF, =
Es/m gilt. Da jedes Symbol zwei Nachbarn hat, mit denen es versaithverden kann, filhrt auch! <
—Ay/2 zu einer fehlerhaften Entscheidung. Aufgrund der gelterBignmetrie lasst sich daher die Symbol-
fehlerwahrscheinlichkeit folgendermal3en abschatzen:

P,~2-P (n;/ > %) = erfc (1 / % : sin(w/M)) = erfc <\ /m% -sin(w/M)) . (2.6)
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M-QAM

Fur eine M-QAM-Modulation kann eine ahnliche Vorgehensweise wie der //-PSK verwendet werden.
Da Real- und Imaginarteil des Rauschens als auch des QARSI voneinander unabhangig sind, kbnnen
die beiden Dimensionen getrennt voneinander betrachteteneAufgrund der hier angenommenen symmetri-
schen Signalraume besitzen die sich ergeberdeh ASK-Dimensionen die gleiche Fehlerwahrscheinlichkeit.
Ein Unterschied zur PSK ist allerdings, dass die Symboleumiarschiedliche Energien besitzen. Daher wird
zunachst die mittlere Symbolenergie einéh/-ASK berechnet. Es gilt (Potenzreihenentwicklung)

VM/2 2 VMM
— 2 . 9 2a°  5- (4—4 -1) oM —1
BT, = — - 2i—1 = . = . 2.7
[T= g 2 - Dal = 7o 2 0= @7)

Zu einer Fehlentscheidung kommt es wiederum genau danm demRauschwert die halbe Mindestdistanz
Uberschreitet. Dieser Fall tritt mit der Wahrscheinlietik

P(n;>Ag/2=0a) = % - erfc (ﬁ) . (2.8)
0/+s

Bei der Berechnung der Symbolfehlerwahrscheinlichkeietzt noch die Tatsache zu beriicksichtigen, das je-
des Symbol 2 direkte Nachbarn hat, die beiden auf3eren Sgmbsgenommen. Tragt man dieser Besonderheit

durch Einfiihren eines Mittelungsfakt&/% Rechnung, so ergibt sich mit Hilfe von Gl. (2.7)

(2.9)

B
VM No M- VM No M—-1
Die Symbolfehlerrate firr didZ-QAM berechnet sich letztendlich aus dgberlegung, dass ein Symbol nur
dann korrekt empfangen wurde, wenn sowohl Real- als auchyiigeil gleichzeitig korrekt sind. Die Auf-
trittswahrscheinlichkeit fur diesen Fall erganzt sich der Symbolfehlerwahrscheinlichkeit zu Eins und wir
erhalten

vM -1 3 VM —1 Ey 3
PS\/M_ASK ~ —— -erfc ( ) = — b

PSM_QAM _1_ (1 _ PS\/M—ASK)2 _ QPS\/M—ASK _ <PS\/M—ASK)2 ‘ (2.10)

Die Bitfehlerrate, d.h. die relative Haufigkeit falschafdrmationsbit kann einfach abgeschatzt werden, wenn
eine Gray-Codierung vorausgesetzt wird. Dann fuhrt igimdie Detektion eines benachbarten (falschen) Sym-
bols zu genau einem falschen Informationsbit und es gilt

P~ p, 2.11)
m

Aus den Bildern 2.5 und 2.6 ist ersichtlich, dass mit zunefohee Stufigkeit der Modulationsverfahren auch
die Fehleranfalligkeit ansteigt. Dies bedeutet, dasktsgle Effizienz und Leistungsfahigkeit miteinander kon-
kurrieren und ein entsprechender Kompromif3 gefunden wemndgss! Bemerkenswert ist die Tatsache, dass
die 16-QAM nur unwesentlich schlechter ist als die 8-PSKyditl ihre spektrale Effizienz groRer ist als die
der 8-PSK. Dies liegt an der besseren Anordnung der Symivo&ignalraum, wodurch die zur Verfiigung ste-
hende Flache effizienter genutzt wird und somit im Mitte Bistanz zwischen benachbarten Symbolen groRer
ist.

Es ist zu beachten, dass der Signal-Rausch-Abstand in Bild# die Energie pro Informationshif, /N, be-
zogen ist. Die verschiedenen Modulationsverfahren besitinterschiedliche spektrale Effizienzen, so z.B. die
QPSKn7n = 2 Bit/s/Hz, die 8-PSKn = 3 Bit/s/Hz und 16-PSK sowie 16-QAN = 4 Bit/s/Hz. Fur eine
konstante SymbolenergiB; wirde dies bedeuten, dass pro Informationsbit mit zunellereStufigkeit des
Modulationsverfahrens immer weniger Energie Ubertragied. So besitzt bei der QPSK jedes Informationsbit
die EnergieE, = FE/2, bei der 16-PSK dagegen nur noEp = E, /4. Dafur benttigt die 16-PSK gegenuber
der QPSK aber auch nur ein Viertel der Bandbreite. Um denl&fefgfairer zu gestalten, wird daher haufig
nicht tiber die Symbolenergig, aufgetragen, sondern tUber die Energie je Informatioraifijetragen.
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Bild 2.6: Symbol- und Bitfehlerraten fur verschiedene Modulati@fahren tbef;, /Ny
2.3 Prinzip der codierten Modulation

2.3.1 Grundsitzliche Vorgehensweise

Das generelle Prinzip der codierten Modulation lasst sigh einfach beschreiben. Man vervielfacht die An-
zahl méglicher Sendesymbole beispielsweise ¥6rauf M/ > M. Dies fuhrt zu einer Erhthung der Anzahl
Binarstellen pro Kanalsymbol, d.h. statt konnen nuni Bit je Symbol Uibertragen werden, ohne dass sich
die Signalbandbreite erhoht. Die zusatzlichen— m Bit werden durch eine Kanalcodierung erzeugt! Diese
prinzipielle Strategie soll im Folgenden an einem Beisparhnschaulicht werden.

Beispiel:
Wir legen zunachst folgende Vereinbarung zugrunde. Digrtmationsdatenrate sej, die Datenrate der co-
dierten Bitc seir. und die Symbolrate am Ausgang des Signalraumcodierers. ist
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1. Uncodierte QPSKJbertragung

Digitale | *() | S Qpsk- | x(0 |
Quelle Mapper

rp = 9,6 kbit/s ) = 4.8 kbaud

Bild 2.7: Darstellung der Raten bei QPSK-Modulation

¢ Die Rate des uncodierten binaren Datenstroms betyagt9.600 bit/s.
e Bei QPSK-Modulation werden pro Kanalsymbol 2 Bit Ubertag

— die Symbolrate betragt im uncodierten Fall (s. Bild 2.7)

$ =— = 4.800 Symbole/s= 4.800 Baud
m

2. Zusatzliche Kanalcodierung mit Coderdte = 2/3 erhoht die Datenrate um den Faktor 3/2

(s. Bild 2.8)
cl)
Digitale u(l) o S Kanal- > 3-2- »| Mapper x(l)
Quelle encoder » Umsetzer » (QPSK)
ry = 9,6 kbit/s re = 14,4 kbit/s r®) = 7,2 kbaud

Bild 2.8: Darstellung der Raten bei Kanalcodierung und QPSK-Modhriat

T .

. = — = 14.400 bit/s

r R
Tc

r® = 2= 7200 Baud> r(V
m

S

3. Bei Verwendung einer 8-PSK-Modulatiof (= 3) ergibt sich folgender Zusammenhang (s. Bild 2.9):

c(l
Digitale | *(,| S Kanal- © g-psk- |1 x(0)
Quelle encoder Mapper

ry = 9,6 Kbit/s ro = 14,4 kbitls %) = 4,8 kbaud

YVY

Bild 2.9: Darstellung der Raten bei Kanalcodierung und 8-PSK-Mdturia

3 _Te _ Th 9.600

m  R.-m  2/3-3

d.h. es wird die gleiche Bandbreite wie im uncodierten Fatidiigt!

= 4,8 kbaud= r(V

g

— Durch Verwendung der 8-PSK wird Bandbreitenerhohung der Kanalcodierung kompensiert!
Pro 8-PSK-Symbol werden 2 Informationsbit und 1 Priftbiéiiragen.

Aber: 8-PSK ist schlechter als QPSK!

Frage: Gibt es noch einen Codiergewinn und wie grol3 ist er?
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2.3.2 Weg zur einheitlichen Betrachtung von Codierung und Mdulation

Zur Beantwortung der obigen Frage betrachten wir zun&bdierung und Modulation als getrennte Einheiten.
Die Kanalcodierung erfolgt mit der Rafé. = m/(m + 1), bevor die Modulationn + 1 codierte Bit auf ein
Kanalsymbol abbildet. Die spektrale Effizient betragt dam= m bit/s/Hz. Im Empfanger findet dann die
Demodulation und getrennt von ihr die Decodierung statt.

Die Kanalcodierung muss also die gil3ere Fehleranélligkeit des mehrstufigen Modulationsverfahrens
mehr als kompensieren, um insgesamt einen Gewinn zu erzielen!

Wir wollen uns das Ergebnis anhand eines einfachen Besspiklutern und betrachten einen Faltungscode mit
RateR. = 2/3 und EinfluRlangd.. = 7, kombiniert mit der 8-PSK-Modulation.

o Ubergang von QPSK auf 8-PSK fithrt nach Bild 2.5 im uncodieifall zu einem Verlust voR, /Ny =
5,3 dB (fur E,/N, reduziert sich der Verlust auf 3,6 dB)

e Codiergewinn bei obigen Faltungscode betragt etwa 6 dBmjdger dem uncodierten Fall (vgl. Ergeb-
nisse aus Vorlesung Kanalcodierung I)

— Die Bilanz ergibt nur einen kleinen Gewinn von etwa 0,7 dB
Es scheint also, dass diese 'triviale’ Zuordnung von coelieBit auf Kanalsymbole nicht die gewinschte

Leistungsfahigkeit bieten kann! Dies steht im GegensatdinarenUbertragung, wo die Art der Zuordnung
von codierten Bit auf die Kanalsymbole keinen Einflu auflokestungsfahigkeit hatte.

Losung: Die Struktur des Codes muss bei der Zuordnung auf die Kamdlsle beriicksichtigt werden
(s. Bild 2.10)

— Kanalcodierung und Modulation verschmelzen zu einer Einhe

— Codierte Modulation

Digitale | Kanal- |.€ Mapper z(l), Diskreter M,
Quelle | 7 encoderf ;- T Kanal
c
Digitale | % TeM z() [ Diskreter M,
Quelle | 7 Ts Kanal

Bild 2.10: Zusammenfassen von Codierung und Modulation

Im Empfanger konnen dann Demodulation und Decodierucigtmnehr langer getrennt betrachtet werden. Der
optimale Empfanger fihrt demnach eiaximum-LikelihooeSequenzschatzung durch, indem er diejenige
Symbolfolgex = (zg --- zny—1) der LangeN bestimmt, die zur empfangenen Sequenz (yo - - yn—1)

die geringste quadratische euklidische Distanz besitzt.

x = argmin ([ly - x|?) (2.12)

Ziel der Codierten Modulation muss es also sein, die Zuargruon Codeworten auf die Kanalsymbole derart
Zu gestalten, dass die moglichen Sequenzen eine maxinoididische Distanz untereinander aufweisen. Ferner
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wird durch Gl. (2.12) deutlich, dass der FaltungscodieirefCedachtnis einbringt, so dass am Empfanger ganze
Symbolfolgen betrachtet werden miissen.

Mit anderen Worten:
Die minimale quadratische euklidische Distanz

A2 = min d.(x1,x?)= min [xP —x®|? (2.13)
f

x(1) x(2 x(D) x(2)

zwischen zwei beliebigen Symbolfolger® und x(2) muss maximiert werden.

Damit liegt ein anderes Optimierungsproblem vor als im Hal reinen Kanalcodierung. Dort kam es darauf
an, die minimale Hammingdistanz bzw. die freie Distanz, dib kleinste Anzahl unterschiedlicher Symbole

einer Sequenz zu maximieren. Lediglich fur den binardhfidaren beide Ansatze zur identischen Ergebnissen,
da hier die Anzahl unterschiedlicher Symbole direkt dielidigche Distanz bestimmt.

Anmerkung zu Schwundkarélen

Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass das obigeiltn, die minimale euklidische Distanz zwi-
schen den Sequenzen zu maximieren, nur fur den AWGN-Kargptimalen Ergebnissen fuhrt. Bei Schwund-
kanalen, die im Bereich der Mobilfunkiibertragung fastrier vorliegen, miissen andere Strategien gewahlt
werden.

Im folgenden Beispiel werden noch einmal Rice-, Rayleighd AWGN-Kanal gegeniibergestellt. Ohne die
einzelnen Optimierungsansatze herzuleiten, sollenrsidieser Stelle kurz erlautert werden. Der Rice-Kanal

n(l) /) n(l)

AWGN-Kanal x()) y() Rayleigh-Kanal x(D) ¥

Rice-Kanal ~_ x())

D (o) (V) =

Bild 2.11: Darstellung einiger nicht-frequenzselektiver Kanalmitzde

stellt im Prinzip den allgemeinsten der drei aufgefihi@male dar. Er berticksichtigt neben den schon vom
Rayleigh-Kanal bekannten gestreuten Komponenten auehm eiinekt ankommenden Signalanteil, wobei der
Parameters das Leistungsverhaltnis zwischen direkter und gestnekimmponenten angibt. Fur den Extrem-
fall K = 0 existiert keine direkte Komponente, wir erhalten den neiRayleigh-Kanal. FUK — oo existiert
dagegen nur eine direkte Komponente und wir erhalten den NvK@nal.

Optimierungsstrategien:

K=0 Reiner Rayleigh-Kanal:
1) Die Lange (Anzahl Symbole) der kilirzesten Fehlerseguaimss maximiert werden.
2) Das Produkt der Pfaddistanzen entlang dieses Pfadasnsazimieren.

K>0 Rice-Kanal:
Die Reihenfolge der Kriterien 1) und 2) kehrt sich mit waaitsem K allmahlich um.

K — oo AWGN-Kanal:
Kleinste euklidische Distanz ist zu maximieren.
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Aufgrund der Komplexitat der Thematik und der Vielzahl werschiedenen Spezialfallen wird im weiteren
Verlauf lediglich der AWGN-Kanal und die mit ihm verbunden®ptimierungen betrachtet.

2.3.3 Informationstheoretische Betrachtung

Um grundsatzlich zu klaren, wie grof3 der theoretische iGe\durch VergroRerung des Signalraumalphabets
werden kann, kann die Kanalkapazitat herangezogen wdrdkapitel 2 des letzten Semesters wurde die Glei-
chung zur Berechnung der Kanalkapazitébei diskretem Eingangs-, aber kontinuierlichem Ausgaliphsdet
(AWGN), berechnet:

Uz =X,
¢=2" / S pyaldl = X,) -logy o e =Xy (2.14)
A 27k Zzpyu(vﬁ‘!w = Xi)

out

Basierend auf den Signalraumalphabeten der bisher begtanhModulationsverfahren liefert Gl. (2.14) fur
den AWGN-Kanal die in Bild 2.12 dargestellten Ergebnisse.

4 4

3.5 3.5

2.5¢7 2.51

9o 5 0 5 10 15 20 % 0 5 10 15
E,/Ny in dB — Ey /Ny in dB —
Bild 2.12: Kapazitat fur den AWGN-Kanal und verschiedene Modulagierfahren

Interpretation:
e Darstellung ubef/Ny:

— Mit wachsendem\/ nimmt auch Kanalkapazitat zu
Fur sinkenden Signal-Rausch-Abstarid, (Vy — —o0) strebt die Kapazitat gegen Null

Asymptotisch £5/Ny — oo) strebt die Kanalkapazitat gegen also die spektrale Effizienz

Kontinuierlich gauf3verteilte Eingangssignale weisenndaximal mogliche Kapazitat auf

— 16-QAM besitzt grolRere Kapazitat als 16-PSK (sie nutrt 8ignalraum effizienter aus);
asymptotisch erreichen natirlich beide die gleiche spikEffizienzn = 4 bit/s/Hz

e Darstellung Ubef; /Ny:

— Bedingte Wahrscheinlichkeijt(y|x) hangt vonE, /N, ab
— EsgiltaberC = f(Es/No) = f(Rc - Ey/No)
— Soll die Kanalkapazitat voll ausgeschopft werden, krhan fur R. = C eine implizite Gleichung,
die Punkt fur Punkt naci, /Ny aufgeldst werden muss.

— Absolute Grenze fiir fehlerfrel@bertragung aus letztem Semester noch bekannt:
Ey/Ny =~ —1.59 dB (unabhangig vom Modulationsverfahren)
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— FirE,/Ny < —1,59 dB ist auch mit noch so groRem Aufwand keine fehlerfigirtragung mehr
moglich!

— Qualitative Verhaltnisse andern sich im Vergleich 24 (Ny) nicht.

Zusammenfassend kann festgestellt werden, dass alle Btamhdverfahren fiir gro3e Signal-Rausch-Abstande
eine Kapazitat erreichen, die ihrer spektralen Effiziemzricht. Dies ist einleuchtend, da mit einer 8-PSK nie
mehr als 3 Bit je Symbol Uibertragen werden kdnnen.

Im Folgenden soll nun ddbbergang von einer uncodierten QPSK auf eine 2/3-ratigertali8-PSK unter-
sucht werden. Mit Hilfe von Gl. (2.6) bzw. Bild 2.6 kann gegtewerden, dass fir die uncodierte QPSK ein
Signal-Rausch-Abstand von ca. 9,5 dB erforderlich ist, ima 8itfehlerrate vorP, = 10~° zu erreichen. Die
spektrale Effizienz betragt dabei= 2 bit/s/Hz. Aus Bild 2.12 ist hingegen ersichtlich, dass diglderfreie
Ubertragung mit) = 2 bit/s/Hz bei einer 8-PSK schon bél, /Ny = 2,5 dB moglich ist. Demnach ist theo-
retisch ein Gewinn von etwa 7 dB maoglich, wenn man von deodigeten QPSK auf eine 2/3-ratig codierte
8-PSK ubergeht. Der direkte Ansatz zur codierten Modoilagrreichte nur einen Gewinn von 0,7 dB und
kann demnach als sehr schlecht angesehen werden. Codidrktagdulator miissen vielmehr zu einer Einheit
verschmelzen, um die euklidischen Distanzen der mogticéembolfolgen zu optimieren.

AulRerdem ersichtlich:

Eine starkere VergrofRRerung des Signalraumalphabets als eine Verdopplung brigt keinen zusitzlichen
Gewinn mehr

— Verdopplung von M auf 2M bzw. vonm auf m + 1 reicht aus!

— Codes der RatenR. = m/m + 1 kommen zum Einsatz!

2.4 TCM nach Ungerbock

2.4.1 Trellisreprasentation

Wie aus dem Namen der Trelliscodierten Modulation schowdngeht, lasst sich dieser Ansatz zur codier-
ten Modulation mit Hilfe eines Trellisdiagramms graphistdrstellen. Dies entspricht auch der Beschreibung
von Faltungscodes, die in den meisten Fallen auch als Kagigrungsverfahren eingesetzt werden. Kommen
Blockcodes zum Einsatz, spricht man vBlockcodierter Modulation

Im Folgenden soll der Vorteil der Verkniipfung von Codiegumd Modulation anhand einiger Beispiele ver-
anschaulicht werden. Dazu betrachten wir das schon dfteveendete Beispiel der uncodierten QPSK und der
2/3-ratig codierten 8-PSK. Als Mal3 des Gewinns dient dahdlaris der minimalen quadratischen euklidi-
schen Distanzen des Sequenzen
. A?(B—PSK—TCM)
A?(QPSK) ’

da diese im wesentlichen die Leistungsfahigkeit beeisfings. Abschnitt 2.2).

(2.15)

Beispiel: Uncodierte QPSK im Vergleich zu 2/3-ratig codierter 8-PSK
e Bei der uncodierten QPSK werden 2 Informationsbit je Synitba@rtragen+{ = 2 bit/s/Hz).

e Gleiche spektrale Effizienz bei 8-PSK bedingt 2 Infobit ur@rlifbit je 8-PSK-Symbol
(Codierung mitR. = 2/3)

e Die Symbolenergie ist in allen Rllen auf 1 normiert (Es = Ty).
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Uncodierte QPSK

Bei einer uncodiertefbertragung sind aufeinanderfolgende Symbole statistis@bhangig voneinan-
der, d.h. alle Symbolabfolgen sind innerhalb einer Sequedglich. Diese Struktur kann entsprechend
Bild 2.13 durch ein Trellisdiagramm mit nur einem Zustanaed@chtnis Null) dargestellt werden. Die
minimale quadratische euklidische Distanz zwischen zwgu8nzen ist somit durch die minimale qua-
dratische euklidische Distanz zwischen zwei Symboleniiest

Afc = min ", x?)=A2=2

x(1) x(2)
A
° K
0 0 1
1 1 > | AZ=(2-4/1/2)2=2
2 2 ° [ ¥
3 3

Bild 2.13: Trellisdiagramm mit 1 Zustand

Codierte 8-PSK mit 2 Zustanden

Durch die VergroRerung des Gedachtnisses auf Eins esigloein Trellisdiagramm mit zwei Zustanden
(s. Bild 2.14), wobei mdgliche Symbolfolgen durch PfadeTimellis dargestellt werden. Die Symbole
der 8-PSK seien entgegen dem Uhrzeigersinn fortlaufenderiertl Durch die Codierung sind nun nicht
mehr alle Symbolfolgen moglich, so dass sich die eukllsbDistanz zwischen den Sequenzen erhoht.
Da 2 Informationsbit je Symbol {ibertragen werden, gibties Ubergange von und zu jedem Zustand.
Bei 2 Zustanden treten damit auch paralldlgergange auf, weshalb die kirzestaweichung zwischen

2 Sequenzen aus 2 parallelen Zweigen besteht.

Intuition: Euklidische Distanz zwischen parallelen Zweigen muss maximiert werden!

Aus diesem Grund werden parallelélbergangen gegenuiberliegende Symbdig & 4) zugeordnet.
Zur Bestimmung der minimalen euklidischen Distanz zweigmBolfolgen sind in Bild 2.14 fur par-
allele und nicht-parallele Pfade die Sequenzen mit dengstién euklidischen Distanz zueinander fett
hervorgehoben.

, + A% =0,586
S~ 2
A2 A

3-—1&00 A =2
Ag A -

pe B2 | ey A2 =3 414
5° *s A§:4

Bild 2.14: Trellisdiagramm mit 2 Zustanden

e Parallele Zweige: dZ, = A3 =4

e Zustandsfolge 0-1-0:  dZ; = dZ2(0,2) + d2(0,1) = A} + Af = 240,586 = 2,586
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Ausschlaggebend ist das Minimum der beiden Distanzen. Betitih gegeniiber der uncodierten QPSK betragt

A% min(d?,,d?,) 2 .586
= —f = e’ ef = 2 = =
1= A7 —=1,203=1,120B).

Der Gewinn von 1,12 dB ist noch weit vom optimalen informasitheoretischen Wert (7 dB) entfernt. Eine
weitere Verbesserung kann durch die Erhohung der AnzaBliaténden im Trellisdiagramm erreicht werden

Codierte 8-PSK mit 4 Zustinden

Bild 2.15 zeigt die Darstellung durch das Trellisdiagranztar Berechnung der quadratischen euklidi-
schen Distanzen sind wiederum parallele und nicht-pdeaequenzen zu unterscheiden.

Bild 2.15: Trellisdiagramm mit 4 Zustanden

e ParalleleUbergange: 2, = A3 =14
e Zustandsfolge 0-1-2-0:

d2; =d2(0,2) +d2(0,1) + d2(0,2) = A} + Af + A =2+ 0,586 + 2 = 4,586

Der Gewinn gegentber der uncodierten QPSK betragt somit

min(d2,, d2f) 4
=—— " =_-=2=3dB|.
7 AZ 2 ;

Der Gewinn ist jetzt durch die euklidische Distanz paralié)bergange bestimmt, da sie die minimal

maogliche Distanz zwischen zwei Symbolfolgen festlegeah& muissen fir weitere Verbesserungen
parallele Zweige vermieden werden, was z.B. durch eineliirh§ der Anzahl von Zustanden oder ein
anderes Modulationsverfahren geschehen kann.
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Codierte 8-PSK mit 8 Zustanden

Bild 2.16 zeigt das Trellisdiagramm fir ein Gedachtnis wrei. Das erste Symbol an jedem Knoten
gehort zum obersten Pfad, das zweite zum zweit oberstenAsswerden folgende Distanzen fur paral-
lele und nicht-parallele Sequenzen erzielt.

e ParalleleUbergange existieren nicht mehr
e Zustandsfolge 0-1-2-0:
dZp = d2(0,6) +d2(0,7) + d2(0,6) = AT + A + AT =2+ 0,586 + 2 = 4,586

Damit betragt der Gewinn gegentiber der uncodierten QPSK

d2; 4,586

= = =2,293 = dB|.
¥ A2 5 ,293 = 3,6

0246 @

1357

4602

5713

2064

3175

7531 °
Bild 2.16: Trellisdiagramm mit 8 Zustanden

Aus den vorangegangenen Beispielen ist ersichtlich, daksdas Einbringen eines Gedachtnisses gewinn-
bringend auswirkt. Es kdnnen nicht mehr alle Symbolkoratidmen in einer Sequenz auftreten, wodurch sich
die Distanzen zwischen den gultigen Symbolfolgen erhptas schliel3lich in einem Gewinn gegeniiber dem
uncodierten Fall resultiert. Wie auch bei den Faltungssddart eine Erhohung der Anzahl der Zustande zu
einer VergrolRerung der Leistungsfahigkeit, natirlach verbunden mit einem hoéheren Decodieraufwand.
Der betrachtete Gewinn stellt sich in der Praxis erst asgtigoh (fur sehr grol3e Signal-Rausch-Abstande)
ein. Fur genauere Abschatzungen ist wie auch bei Bloc#-Raitungscodes das gesamte Distanzspektrum zu

betrachten.

Frage: Kann eine Systematik gefunden werden, mit der die Kostruktion von optimalen TCM-
Codierern moglich ist?

Antwort: Nein!

Es sind (fur den AWGN-Kanal) optimale Strukturen durchtegsatische Rechnersuche gefunden wor-

den, nicht aber durch geeignete Kostruktionsvorschriffdlerdings gibt es ein paar heuristisch moti-
vierte Regeln, die bei der Suche helfen, aber keine Gartimtiin optimales Ergebnis gewahren.
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2.4.2 Set-Partitioning nach Ungerbodck

Ziel desMapping by Set-Partitioningon Ungerbock ist es, die Distanzeigenschaften des TCBe€au op-
timieren. Dabei miissen parallele Zweige (soweit vorhahdat weit auseinander liegenden Symbolen korre-
spondieren, wohingegen 'normale’ Zweige, die zu unteestiihen Zustanden fuihren, durch die Trellisstruk-
tur besser geschitzt sind und dichter zusammen liegengimibden zugeordnet werden konnen. Dies fuhrt
zur Strategie der sukzessiven Zerlegung des Signalrauirelimengen, wie es in Bild 2.17 dargestellt ist.

1. Beginne mit dem Gesamtsignalrain= A;,

2. TeileB in 2 TeilmengenB(()l) und Bgl), so dass sich die euklidischen Distanzen zwischen Symbolen
innerhalb der Teilmengen vergroRern

3. Wiederhole die obige Zerlegung nBlél) undB&l) und den aus ihnen gebildeten Teilmen@éﬁ), B§2),
Bf) und B§,2> solange, bis nur noch 1 Symbol je Mengen enthalten ist.
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Bild 2.17: Set-Partitioningnach Ungerbock fur 8-PSK

Mit jedem Partitionierungsschritt nimmt die kleinste qrattsche euklidische Distanz innerhalb der Teilmen-
gen zu, so dass sie vak? = 0,586 UberA? = 2 auf A2 = 4 anwachst. Im allgemeinen werderf = m + 1
Partitionierungsschritte ausgefiihrt, so dass die Medgenntersten Partitionierungsebene nur noch 1 Element
enthalten. In Bild 2.18 wird das Prinzip d8gt-Partitioningauch fiur eine 16-QAM demonstriert.

Die Entscheidung, wie sich die Partitionierung auf die Sghabordnung fur einen konkreten Vekioauswirkt,
ist die nachste zu losende Frage. Dabei ist festzuhaltess das Teilsystem bis zum Signalraumcodierer linear
ist, wahrend die Signalraumzuordnung nichtlinear istgiis

z(l) = f(c(l)) = f(co(l) er(l) -+ em(D)), (2.16)

wobei f () eine nichtlineare Funktion ist. Ein allgemeiner gefalRtes#tz von Calderbank und Mazo beschaftigt
sich intensiv mit Eigenschaften der Zuordnungsfunktfgn [BDMS91].
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Bild 2.18: Set-Partitioningnach Ungerbock fur 16-QAM

Nattrliche Zuordnung

Unter dernatirlichen Zuordnung versteht man die Interpretation des Vekiwmls umgekehrte Dualzahl
(cm -.. c0) — ¢m-2"+ .-+ 4+ ¢y, die Symbole werden dann einfach durchnumeriert (s. BUdR.
So entspricht das Symbol '1’ der (0 0 1), das Symbol '3’ der (Q &owie die '6’ der (1 1 0). Die Durchnume-
rierung der Symbole in den einzelnen Teilmengen beeinflaBeidnicht die Leistungsfahigkeit der TCM, da
die Distanzeigenschaften der Sequenzen erhalten bldisewird hierdurch lediglich eine andere Zuordnung
der Informationssequenz auf die Kanalsymbolfolge reatisi

2.4.3 Struktur des TCM-Codierers

Aus der informationstheoretischen Betrachtung ist nodabet, dass eine Verdopplung des Signalraumalpha-
bets (n — m + 1) ausreicht und eine weitere VergrofRerung keinen nenremsw Gewinn mehr ergibt. Somit
sind lediglich Codierer der Rafe. = k/k + 1 zu betrachten. Allgemein ergibt sich nach Ungerbock fodtpen
Struktur des TCM-Codierers (Bild 2.19).

e Beim TCM-Codierer liegenn Informationsbit am Eingang an, von denérBit (u; ... wyg) durch
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Bild 2.19: Allgemeiner Aufbau eines TCM-Codierers

Faltungscodierer mik. = k/k + 1 codiert werden

Die restlichenn — k Bit bleiben uncodierty; = cxy1, -+, Um = cm)

Zusammen mit dert + 1 codierten Wertgcy --- ¢;) liegen insgesamin + 1 Bit am Eingang des
Signalraumcodierers an

Die Gesamtrate betragt/m + 1

Spezialfalle:
k =m Alle Informationsbit werden codiert— Faltungscode miR. = m/(m + 1)
k=1 Faltungscode der Rate. = 1/2 codiert nur 1 Informationsbit, die restlichen — 1 Bit

bleiben uncodiert

Fur den AWGN-Kanal muss das Ziel aller Optimierungen sei@ minimale quadratische euklidische Distanz
zu maximieren. Die Frage nach einer optimalen Strukturiffielr Bereiche, die nur gemeinsam optimiert
werden kdnnen. Zum Einen sind die zum Einsatz kommendéduarfggcodes an das neue Kriterium anzupassen.
Die im letzten Semester vorgestellten Codes waren hirisichbrer freien Distanzi; optimiert worden, hier
gelten andere Randbedingungen, so dass die dort aufgefi@odes hier nicht unbedingt die beste Wahl
darstellen.

Der zweite Aspekt betrifft den Signalraumcodierer. Hiezlistsich die Frage, wie di@™*! verschiedenen
Vektorenc = (c¢p -+ ¢) auf die Symboler; abgebildet werden sollen. Soll die euklidische Distanz-zwi
schen Sequenzen im Trellis maximiert werden, ist bei derl\&lakr konkreten Zuordnungsvorschrift auch die
Struktur des Faltungscodes zu beriicksichtigen.

An dieser Stelle soll jedoch nicht auf effiziente Suchakionen eingegangen werden. Sie kdnnen in der Lite-
ratur [Ung82, Ung87] nachgelesen werden. Bei der Suche eiaeh optimalen Zuordnungsvorschrift sind die
folgenden heuristisch motivierten Richtlinien hilfreich

1. Uncodierte Binarstellenu,.1 ... u,,) bestimmen Symbole aus den— & untersten Partitionierungs-
mengen— Symbole sind hier am weitesten voneinander entfernt

2. Zweige, die im gleichen Zustand entspringen oder in deftigtn Zustand miinden, werden Symbolen
der gleichen Teilmenge zugeordnet

3. Alle Symbole des Signalraums werden gleich haufig bénutz
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Die Beriicksichtigung dieser Regeln fuhrt zwar nicht zueeieindeutigen Losung, sie liefern jedoch wichtige
Anhaltspunkte auf dem Weg zu einer optimalen Struktur. dHiesh schrankt sich die Anzahl moglicher Kon-
figurationen schon merklich ein, was die Suche vereinfdaét.erste Punkt gewahrleistet, dass uncodierte Bit
den groRtmoglichen Schutz erhalten, da sie Symbolen ragtgndglichem euklidischen Abstand zugeordnet
werden.

2.4.4 Optimale Codes nach Ungerixck

Aus dem letzten Semester ist bereits bekannt:
e RSC-Codes: Systematische und rekursive Faltungscodes

e NSC-Codes: Nicht-systematische und nicht-rekursiveuRgkcodes

Beide Codearten besitzen identische Distanzeigenschafté lassen sich ineinander iberfiihren. Ein prinzi-
pieller Unterschied besteht zum einen darin, dass RSC<Ceitbe unendlich lange Impulsantwort besitzen,
wahrend sie bei NSC-Codes endlich ist. Aul3erdem konneinélbrmationsbit bei RSC-Codes im fehlerfreien
Fall direkt - ohne Decodierung - aus der empfangenen Seqimyetesen werden, dies ist bei NSC-Codes nicht
maoglich.

Aufgrund derAquivalenz beider Codes kénnen sie natirlich auch gledttig in ein TCM-Schema nach
Bild 2.19 eingesetzt werden. In der Regel erhalten jedoehrekursiven systematischen Codes den Vorzug.
Eine allgemeine Form zeigt dann Bild 2.20.

U, Cm

Y

Signalraumcodierer
(Mapper) z
—>
> Natiirliche
Zuordnung

Y

Bild 2.20: Allgemeiner Aufbau eines systematischen TCM-CodieretR8IC-Code

Wie schon erlautert liegem Informationsbit(u; ... u,,) am Eingang an, die dann Giber Generatorkoeffizi-
entenh; ; mit den modulo-2-Addierern des Faltungscodes verbundedeme Die Struktur des Faltungscodes
ist zunachst etwas ungewohnlich, da die Addierer zwisaten Speicherelementen angeordnet sind. Sie erin-
nert aber an die Realisierung der SchieberegisterstrukituBlockcodes mit Hilfe des Generatorpolynoms (im
Gegensatz zur Realisierung tUber das Prufpolynom).

Sollenm — k Bit (ug+1 ... u,) uncodiert bleiben, d.h. nicht den Ausgang des Faltungscbdeinflussen,
sind die entsprechenden Koeffizientep, , ; bis b, ; fur alle: = 1 ... L. — 2 zu Null zu setzen. Durch
die Wahl eines RSC-Codes liegen alle Informationshbit dieek Signalraumcodierer an, mit Hilfe der rekur-
siven Struktur wird das zusatzliche Prufbit erzeugt. Kbekrete Wahl der Koeffizienteh,; ; ist kein triviales
Problem und lasst sich nur mit Hilfe aufwendiger Suchatgoren [6sen, die als Optimierungskriterium die
schon erwahnten Distanzbetrachtungen besitzen. Einéstwniy der wichtigsten von Ungerbock gefundenen
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Konfigurationen, die optimale TCM-Strukturen fir den AW&dnal darstellen, enthalten die folgenden der
Literatur entnommen Tabellen.

Tabellen mit den wichtigsten optimalen Ungerlisck-TCM-Codes fiir verschiedene Modulationsverfahren

Anhand der Tabellen 2.1 und 2.2 ist zu erkennen, dass mihnueeder Anzahl von Zustanden (Registerlange)
die euklidische Distanz zwischen moglichen Symbolfolgenimmt. Generell lassen sich Unterschiede zwi-
schen 8-PSK und 16-PSK feststellen. Bei der 8-PSK ist diemaile euklidische Distanz fur 4 Zustande noch
durch die paralleletubergange bestimmt (*). Danach treten keine parallélbargange mehr auf, die kleinste
vorkommende euklidische Distanz ist jetzt grol3er als egeguberliegender SymbolAi > 4). Die 16-PSK
verhalt sich anders. Fur kleine Registerlangen domémieunachst Sequenzen mit einer euklidischen Distanz,
die kleiner ist als die parallelétbergange ist. Dies liegt an der dichten Anordnung der Syfenin Signalraum.

Fir 64 und 128 Zustande sind unterschiedliche Sequedtzaitte dann so lang, dass ihre euklidische Distanz
groRer als die der paralleldsbergange wird (*). Dann dominieren letztere mifr = 2 die Fehlerrate. Erst ab
256 Zustanden treten keine parallelébergange mehr auf, die minimale Distanz wird groRer als 2

Anzahl || k& A7 Gs_psK/QPsK Gewinn bei
Zustande ho hy ho [dB] Py, = 107° [dB]
4 1 5 2 4,000* 3,01 2,4
8 2| 11 02 04| 4,586 3,60 2,8
16 2| 23 04 16| 5,172 4,13 3,0
32 2| 45 16 34| 5,758 4,59 3,3
64 2| 103 030 066| 6,343 5,01 3,6
128 2| 277 054 122 6,586 5,17
256 2|435 072 130 7,515 5,75

Tabelle 2.1: TCM-Konfiguration fur 8-PSK-TCM nach Ungerbock fiir vemsedene Anzahl von Zustanden [Fri96]

Anzahl || k A7 Gl6-PSK/s—PSK Gewinn bei
Zustande ho h1  ho [dB] P, =107 [dB]
4 1 5 2 1,324 3,54 2,3
8 1] 13 04 1,476 4,01 2,7
16 1] 23 04 1,628 4,44 2,9
32 1| 45 10 1,910 5,13 3,2
64 1]103 024 2,000* 5,33 3,5
128 11]203 024 2,000* 5,33
256 2| 427 176 374 2,085 551

Tabelle 2.2: TCM-Konfiguration fir 16-PSK-TCM nach Ungerbdck fur gehiedene Anzahl von Zustanden [Fri96]

Im Folgenden sollen einige Beispiele die Struktur des TCtli€rers veranschaulichen. Dabei verwenden wir
die schon bekannten Beispiele aus den Bildern 2.14 bis 2)d&eigen die zugehorigen Codierer. Das Trellis-
diagramm aus Bild 2.14 gehort beispielsweise zu der in Bl gezeigten Codiererstruktur. Es wird deutlich,
dass parallele Zweige immer gegenuberliegenden Symi§oléhoder (2,6) zugeordnet werden. Welches der
beiden Symbole gesendet wird, steuert das uncodierte, Bdie Bit ¢y und c; bestimmen hingegen, welcher
Teilmenge die beiden Symbole entnommen werden. So weikewoal Zustand 0 ausgehenden Zweige gerade
Symbolnummern auf, wahrend den Pfaden von Zustand 1 dieradgn Symbolnummern zugeordnet sind.
Ausschlaggebend hierfiir ig§, dass in diesem einfachen Fall direkt den Zustand des Gudiangibt.

Die Bilder 2.22 und 2.23 zeigen die Strukturen fir 4 bzw. 8@nde. In dieser systematischen Form kommen
jetzt rekursive Codes zum Einsatz, es existieren allesdémgiivalente, riickkopplungsfreie Strukturen, bei de-
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Bild 2.21: Optimaler TCM-Codierers fur 8-PSK mit 2 Zustanden undl&@iagramm

nen der Vektor die Informationsbitu nicht mehr explizit enthalt. Man erkennt weiterhin, dassdbZustanden
ein Informationsbit uncodiert bleibt (parallelébergange im Trellisdiagramm).

(%) €2 . .
» Signalraumcodierer
(Natiirliche
Zuordnun
uy a g r=¢
(CO C1 62) >

SO

€ =co+c12! + 22

Bild 2.22: Optimaler TCM-Codierers fur 8-PSK mit 4 Zustanden

Bei 8 Zustanden gibt es dann geniigend moglidbergange, dass keine parallelen Zweige mehr vorkommen.
Hier sind entsprechend Bild 2.23 beide Informationsbit anG@odierung beteiligt, es gibt hier keine uncodier-
ten Bit mehr.

U €2 ) )
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(Natiirliche
Zuordnun,
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%»E T
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Bild 2.23: Optimaler TCM-Codierers fur 8-PSK mit 8 Zustanden

2.5 ML-Decodierung mit dem Viterbi-Algorithmus

Das Prinzip deMaximum LikelihooeDecodierung ist schon von Block- und Faltungscodes bek&wwird
die Sequenz mit der minimalen euklidischen Distanz zur empfangenenu8ezly gesucht. Daher ist das
Bestreben bei der Optimierung der TCM auch, die minimaldidiskhe Distanz zwischen den Symbolfolgen
zu maximieren und somit die Entscheidungssicherheit zohenn
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Bei der TCM wird nun nicht zunachst die Demodulation undrddie Decodierung durchgefiihrt (s. direkter
Ansatz zur Kombination von Codierung und Modulation). Aufgd der Verschmelzung von Codierer und Mo-
dulator im Sender erfolgt auch im Empfanger eine gemeissdaesmodulation und Decodierung. Wir sprechen
deshalb vorTCM-DecodierungSie umfal3t auch die uncodierten Bit eines Symbols.

Wir gehen im Folgenden davon aus, dass unser diskretes ridadell den analogen Teil des Demodulators
beinhaltet und somit zeitdiskrete, aber wertekontinigled Signale liefert. Die quadratische euklidische Di-
stanz ergibt sich dann wie folgt:

Bxy) = Iy —x
= 360 —20) - (y(0) — =)’

l

= > (P = =) -y =) -y() + l=(D))

l

= > (2P +ly)F —2- Re{a())* - y(1)}) -

l

Die ML-Decodierung erfolgt nun nach

%X = argmin d?(x,y) . (2.17)

Werden PSK-Modulationsverfahren eingesetzt, ist die Syfemergie, = |=(1)|> konstant. Dann tragt der
Summand|z(1)|? wie schon bei der binaren Modulation im letzten Semestentriur Unterscheidung ver-
schiedener Symbolfolgen bei. Gleiches gilt fir den Ténti)|2. Die Vernachlassigung beider Terme fiihrt
dann zur Korrelationsmetrik

p(xy) =Y Re{z()* -y} =>_ /Oy O) +"1)y"(1) .
l l

Die ML-Decodierung liefert fur die Korrelationsmetrikreaquivalentes Ergebnis.
X = argmax u(x,y) . (2.18)

Eine effiziente Realisierung der ML-Decodierung stellt sebon bei den Faltungscodes der Viterbi-Algorithmus
dar. Da sich TCM-Codes auch durch ein Trellisdiagramm lredodn lassen, fihrt der TCM-Decodierer ex-
akt die gleichen Operationen wie der Viterbi-Faltungsdém@r aus. Der einzige Unterschied besteht in der
Berechnung der Metriken, die fur die TCM wie oben angegefmwendet werden missen.

Treten parallele Pfade zwischen Zustanden auf, so isbveraeils der beste unter ihnen zu bestimmen. Nur
dieser geht in die Metrikberechnung der Zustande ein,iddiggen werden nicht weiter beriicksichtigt. Die-
se Vorgehensweise wird auch d&et-Partitioningnach Ungerbodck gerecht, wonach parallelen Zweigen die
uncodierten Bit zugeordnet werden, welche auch nicht miTdalisstruktur des Faltungscodes verknipft sind.

2.6 Distanzeigenschaften und Absélizung der Leistungsthigkeit

Das Distanzspektrum von Faltungscodes ist schon aus deteri€@emester bekannt. Zur Erinnerung sind noch
einmal die drei wichtigsten Ausdriicke zur analytischestBemung der Bitfehlerrate angegeben.

e Distanzspektrum

T(W,D,L)=> > Ty - W D L'
w d l
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e Schranke fur die BitfehlerrateJfiion Bound

1 / E
P, < g cd-szi- E cd-erfc< dRCFZ)
d d

o Koeffizientc, aus Distanzspektrum

ca=3_ > v T
w l

Ein wesentlicher Unterschied zur TCM besteht allerdingingdaassFaltungscodes linearwaren! Aufgrund
der Abbildung des Vektors auf ein Symbol: ist die TCM nichtlinear ! Hieraus folgt:

— Vergleich aller Sequenzen mit der Nullfolge ist nicht mebsr@ichend.
— Es missen alle Sequenzen untereinander verglichen werden

— Deutlich hoherer Aufwand

Abschatzung der Fehlerwahrscheinlichkeit bei ML-Decodierung nit Union Bound:

Die Herleitung detUnion BoundAbschatzung verlauft bei der TCM analog zu der bei denuRglscodes.
Wir treffen zunachst die Annahme, dasslie gesendete Symbolfolge umd eine beliebige andere Sequenz
reprasentieren. Ferner s&i((x) die Menge aller Empfangssequenzgndie zux die geringste euklidische
Distanz haben. Dann ist!(x) die zuM (x) komplementare Menge, d.M(x) enthalt alley, die dichter an
irgendeiner SequenZ als anx liegen.

Die Fehlerwahrscheinlichkeit fix lautet
P(x) = Py ¥ M(x)) mit  M(x) = {y|P(ylx) > P(y|x),V x'€l'}

= P(yeEM(x)) mit  M(x) = {y|P(y|x) < P(y|x'),V x'€l'}

= P (yEUM(x,X’)> mit  M(x,x') = {y[P(y[x) < P(y[x)}

X

< Y P(yeMxx)) =) P(x—x) . (2.19)

xl

Das Gleichheitszeichen in Gl. (2.19) ist gultig, wenn dieddenM (x,x’) disjunkt sind, d.h. keine Sequenz
y in mehr als einer Mengé\1(x, x’) enthalten ist. Wahrend bei den Faltungscodes die Waltirdichéeit
P(x — x') immer auf die Nullfolge bezogen werden konnte, gilt dies @reder Nichtlinearitat der TCM nun
nicht mehr. Folglich erhalten wir eine Fehlerwahrschehitiit, die spezifisch fur die betrachtete Sendefalge
ist. Entsprechend der Funktionsweise des Viterbi-Algonis gilt mity = x + n:

P(x—x) = P(ly—x|*>y —x|*) = P (|n*> [x+n—-x'|?)
= P(an> (x—l—n—x/)H(x—l—n—x/))
P (an > |x — X2+ (x —x)n+nff(x —x) —I—an)
P((x—x)n+[x—x)"n* < —|x —x|?)
= P (2Re{(x—x/)Hn} < —[x—x'||?)
1
= P Re{(x—x/)H ‘n} < —§||x—x/||2 (2.20)
—_———
Y X
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Mit der quadratischen Euclidischen Distanz

200 oy _ k=X
d8 (X7X ) - ES/TS 9 (2'21)
ergibt sich fur die mittelwertfreie Zufallsvariablé in Gl. (2.20) ist die Varianz
o = % lx = x))? = d?(x,x') - ETJQVO . (2.22)

Der TermX ist konstant und gibt die quadratische euklidische Distamischenx und x’ an. Fir Gl. (2.20)
ergibt sich somit

h o= L [lle—x2) 1 2ty /T
P(x—x) = 5 erfc( N, | 3 erfc d?(x,x’) INTS ) (2.23)

Die Fehlerwahrscheinlichkeit fiir eine konkrete Symblgjéax lautet damit

x)SZP(x—)x = Zerfe(“dzxx’) 4%) (2.24)
’ 0

Es ist zu erkennen, dass nicht nur die Hamming-Distanz,diésénzahl unterschiedlicher Symbolexnund
x’ eine Rolle spielt, sondern auch die tatsachliche eukligiDistanz zwischen den Symbolen. Gl. (2.24) kann
durch eine Naherung weiter vereinfacht werden

erfc (\ / w_+y> < erfc <\/§> e 2 (2.25)
2 2
Mit dieser Naherung folgt aus Gl. (2.24)
1 Es By s FEs
< . _ .
P.(x) < 5 Zerfc Af N S(x—x))- NG A% N
X _,—/
z/2 y/2
1 Ey E
< Z. 2 AJN; 2 s .
< 5 erfc( A7 4No> e 0 Zexp< d2(x,x") - 4N0> (2.26)

Aus Gl. (2.26) ist ersichtlich, dass nur noch der letzte Team der euklidischen Distanz zwisch&rund x’
abhangt. Dies erweist sich gleich als niitzlich, da nue eimfache Beschreibung mit Hilfe des Distanzspek-
trums moglich ist (wie auch bei Faltungscodes). Um nun @&uf3esamtfehlerwahrscheinlichkdit schliel3en

zu konnen, sind alle Sequenzerzu betrachten. Allgemein gilt der Zusammenhang fir diea@gfehlerwahr-
scheinlichkeit:

P = ZP (Decodierfehlerx)

— Z P (x) - P (Decodierfehlefx)

= ZP(X) P, (x)

1 Ey B Ey
3 - erfc ( A2 4N0> eA?‘ aNg . ZX:P Zexp < d?(x,x) - 4N0> (2.27)

IN

Der letzte Exponentialausdruck in Gl. (2.27) kann nun mitdHies Distanzspektrums beschrieben werden. Da
bei der TCM wie bereits erwahnt nicht nur der Nullpfad, sermchlle Sequenzen betrachtet werden missen, ist
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auch deren Auftrittswahrscheinlichkeit(x) zu beachten. Wir erhalten folgenden Ausdruck fir das Dista
spektrum einer TCM

T(W,D) = P(x)- Y DR pubex) (2.28)

Die Funktionw(x,x’) in Gl. (2.28) gibt die Anzahl der Bitfehler bei einer Verwstlng vonx undx’ an. Sind
beispielsweisex undx’ aus den Informationsfolgen undu’ hervorgegangen, so gilt

w(x,x") = dg(u,u) .

Ein Vergleich von Gl. (2.27) und GlI. (2.28) zeigt, dass beadigaeter Wahl vorD und W das Distanzspektrum

Es
in der Abschatzung der Fehlerwahrscheinlichieitschon enthalten ist. MiD = e Y undW = 1 erhalten
wir die Symbolfehlerrate

1 By s _BEs
Peéi'erfc< A?LLNO) .GA? 4Ng T(D:e 4NO,W:1> (229)

Um eine Abschatzung der Bitfehlerralg zu erhalten, ist nun die Anzahl der unterschiedlichen litfolox, x’)
zwischenx undx’ zu beriicksichtigen.

1 E .
P, < i-erfc< Afc- s)-eAf‘

iy . ZX:P (x) - Z % - exp <—d§(x, x') - 4?\‘;(]) (2.30)

4Ny —
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Die Bilder 2.24 und 2.25 zeigen die Ergebnisse der anahgis@bschatzung der Bitfehlerrate in Abhangigkeit
des Signal-Rausch-Abstandés /N, in dB. Sie sind fur die besten Codes nach Ungerbdck erziettden
[VWZP89]. Es ist zu erkennen, dass mit zunehmender AnzahlAwstanden die Leistungsfahigkeit standig
steigt. Fiir die codierte 8-PSK wird bei einer Bitfehleerabn P, = 10~° ein maximaler Gewinn gegeniiber
der uncodierten QPSK von 3,6 dB erzielt (64 Zustande). Dégg noch etwa 3,4 dB von dem nach Shannon
theoretisch moglichen Gewinn entfernt. Zwar kann durchiese Erhdhung der Anzahl an Zustanden die Lei-
stungsfahigkeit weiter verbessert werden, allerdinggystiamit aber auch der Decodieraufwand exponentiell
an (siehe Faltungscodes). Aul3erdem ist es unwahrschreinlass dieser Weg tUberhaupt zum theoretischen
Optimum fuhrt. Allerdings bleibt festzuhalten, dass ne&t trelliscodierten Modulation die Leistungsfahigkeit
von Ubertragungssystemen wesentlich verbessert werden kane, die spektrale Effizienz des Systems zu
verandern. Es ist lediglich ein groRerer RechenaufwamBmpfanger erforderlich.

2.7 Pragmatischer Ansatz nach Viterbi

Ein praktischer Nachteil der im letzten Abschnitt vorgltgr Strukturen wird deutlich, wenn man moderne
Konzepte der Nachrichtenlibertragung betrachtet. Sdt spee Anpassung an zeitvariante Kanaleigenschatf-
ten, aber auch die Adaptivitat bzgl. der vom Nutzer gefdeteDatenraten eine immer wichtigere Rolle. Die
ResourceBandbreitesoll nicht langer einem Nutzer fur die Dauer einer Verhing fest zugewiesen werden,
sondern je nach Anforderung flexibel vergeben werden. So kemin Zeiten geringer Nutzung anderen Netz-
teilnehmern zur Verfigung gestellt werden und die Effizidas Systems gesteigert werden.

Im Hinblick auf die optimale TCM nach Ungerbodck bedeutatsiidass je nach Anforderung zwischen Kon-
stellationen mit unterschiedlicher spektraler Effizignamgeschaltet werden muss. Da die TCM aber fiir jedes
7 eigens optimiert wurde und somit unterschiedliche Schehsterstrukturen zum Einsatz kommen, erfordert
dieser Ansatz einen hohen Aufwand an Hardware (mehrfachisigeung fur verschiedeng. Dies wirkt sich
insbesondere im Empfanger aus.
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Bild 2.24: Analytischen Abschatzung der Bitfehlerrate fur codieBtPSK und unterschiedliche Anzahl von Zustanden

[VWZzP89]
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Bild 2.25: Analytischen Abschatzung der Bitfehlerrate fir codiek6-PSK und unterschiedliche Anzahl von Zustanden
[VWZP89]

Einen anderen Ansatz, der die geforderte Flexibilitasbeseriicksichtigt, stellt difragmatische TCMon
Viterbi dar [VWZP89]. Ihr Konzept ist in Bild 2.26 illustrié

Der Ansatz der pragmatischen TCM besteht aus einem koowvetigen halbratigen Faltungscodes (NSC) mit
der EinfluBlangeL. = 7, wie er im letzten Semester vorgestellt wurde. Reicht epekisale Effizienz von
n = 1 bit/s/Hz aus, so wird zudbertragung eine QPSK zusammen mit dem NSC-Cale<£ 1/2) verwendet.

2.7. PRAGMATISCHER ANSATZ NACH VITERSBI 71



Kanalcodierung Il J Universitat Bremen

Dr.-Ing. Volker Kiihn, Dr.-Ing. Dirk Wiibben Fachbereich 1, ANT
us C3 - A
01004%0° | © %4 %011
Co - 011le e 0001
"1 o100 *0000
c1 | 1000e 1110
= 1001® ® 1111
1011e e 1101
CO - 101 1100
””””””””” A 0000 v
UQ CQ ‘ Oll. .001
c o10® ® 000 Wahl
1y > > des >
100° * 110 Ausgangs
€o > T
101°® ®111 -
,,,,,,,,,,,,,,,,, P
Faltungs- c
codierer L » o1 *00
L.=7 co _ 11® ®10

Signalraumcodierer
(Mappe)

Bild 2.26: Struktur des pragmatischen TCM-Codierers nach Viterbi

Furn = 2 bit/s/Hz ist dagegen die 8-PSK zu wahlen. Dabei wird datedrdformationsbitu; wie bisher
durch den Faltungscode codiert, an der Codierer- bzw. Deeadtruktur im Empfanger (Viterbi) andert sich
also nichts. Das dritte nun zu nutzende Bit eines 8-PSK-®¥gnlvird mit dem zweiten Informationsbit,
(uncodiert) belegt, welches bestimmt, ob die obere (000, 001, 010) oder die untere Halbebene (100, 101,
111, 110) des 8-PSK-Signalraums verwendet wird. Die Augsfaibc, undc; des NSC-Codes legen dann das
konkrete Symbol aus der gewahlten Halbebene fest. ImiSdelgramm treten jetzt also von und zu jedem
Zustand 2 parallele Zweige auf.

Furn = 3 bit/s/Hz muss nun noch ein zweites uncodiertesugihinzugenommen werden. Die beiden unco-
dierten Bitus undugz bestimmen nun den Quadranten, aus dem die codiertery Bitd ¢; das letztendlich zu
sendende Symbol bestimmen.

Durch diese Struktur ist ein hohes MalR? an Flexibilitat dege da sich bei andernder spektraler Effizienz nur
die Anzahl der je Symbol uncodiert Gibertragenen Infororebit andert, nicht aber die Struktur der Codierung.
Natdrlich fuhrt dieser Ansatz nicht zu einer optimaleru8tur, die Verluste gegeniiber der optimalen TCM nach
Ungerbock halten sich jedoch in Grenzen. Bei einer Bitfalate vonP, = 10~° verzeichnet die pragmatische
TCM fur die 8-PSK nur einen Verlust von etwa 0,4 dB gegemnilhegerbocks TCM, bei der 16-PSK sind beide
Verfahren sogar identisch, weil hier auch die Struktur nanberbock einen halbratigen Faltungscode einsetzt.

2.8 Mehrstufencodes nach Imai

2.8.1 Struktur des Codierers

Es wurde bereits mehrfach erwahnt, dass die hier vordtesteCM nach Ungerbock beim AWGN-Kanal zu
optimalen Ergebnissen fihrt. Die verschiedenen Komimnah von Codierungs- und Modulationsverfahren
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fuhren stets zur maximalen kleinsten euklidischen Dizeandie fir die Leistungsfahigkeit beim AWGN-Kanal
entscheidend sind.

Fur Schwundkanale, wie sie haufig im Bereich des MobKfuauftreten, gelten allerdings andere Optimie-
rungskriterien. Hier ist beispielsweise die kleinste Amzanterschiedlicher Symbole zweier Sequenzen ent-
scheidend. Wahrend im binaren Fall beide Kriterien igeht sind, gilt dies fur hoherstufige Modulationsver-

fahren nicht mehr. Ist die kleinste Anzahl unterschiediicBymbole bei zwei Ansatzen identisch, entscheidet
das groRRere Produkt der euklidischen Distanzen entlamiez\wfade.

Der in diesem Abschnitt behandelte Ansatz von Imai wird inlderatur als Mehrstufencod@Aultilevel Code
MLC) bezeichnet. Er zeigt insbesondere bei Schwundkargilewesentlich besseres Verhalten. Die prinzipi-
elle Struktur ist in Bild 2.27 dargestellt und ahnelt inren grundsatzlichen Aufbau dem von Ungerbock.

S [|_um | Codiererj “m Symbolauswahl
Rem . in
: Teilmenge
——————————————————————————————————— z(1)
u .
- 7 ug | Codierer] ¢, V\égt‘l —>
» R, :
. Teilmenge
u; | Codierer Wahl
P "I Rex c der
Teilmenge
Signalraumcodierer
(Mappe))

Bild 2.27: Struktur der Mehrstufencodes nach Imai

Der Unterschied besteht darin, dass bei MLC’s nicht mehr zeiischen codierten und uncodierten Bit un-
terschieden wird. Vielmehr wird nach der seriell-parallshsetzung jedem Zweig ein eigener Codierer mit
entsprechender Komplexitat und Coderate zugeordnetxinet@fall besitzen einige der Codierer die Coderate
R. =1, d.h. an den Signalraumcodierer kbnnen auch uncodiettgelgingen. Eine mogliche Strategie ist die
folgende:

e Zerteile den Signalraum nach dedet-Partitioningnach Ungerbock.

e Aufgrund der wachsenden euklidischen Distanz in den Teiljea besitzen diese nach jedem Partitio-
nierungsschritt eine groReéguivalente Kanalkapaiit.

e Jeder Zweig des Mehrstufencodes entscheidet Uber eimgtidhgrungsschritt.

e Der Code in einem Zweig ist dann derart zu dimensionieress dader Kanalkapazitat der entsprechen-
den Partitionierungsmenge gerecht wird.

e Da die euklidische Distanz von Partitionsstufe zu Partggiufe stetig zunimmt, wachst auch die Kanal-
kapazitat an und die Codes werden immer schwacher.

¢ Im Extremfall besitzen die Zweige, die mit den letzten Riarierungsschritten korrespondieren, gar kei-
nen Codierer mehr (wie auch bei der TCM nach Ungerbock ungrdgmatischen TCM nach Viterbi).

2.8.2 Prinzip der Decodierung

Die Decodierung erfolgt nach dem in Bild 2.28 gezeigten &arén, welches als kaskadierte Decodierung be-
zeichnet wird. Zunachst wird der Code, welcher mit deregrfartitionierungsstufe korrespondiert, decodiert.
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Dies bedeutet, dass bei der Decodierung nicht zwischenZyebolen, sondern zwischen den beiden Partitio-
nierungsmengen entschieden wird. Der Decodierer 1 lizfeei Ausgange, die geschatzten Informationsghit
und die geschatzte recodierte FolgeLetztere enthalt die (geschatzte) Wahl der Partitiumgsmengen der
ersten Stufe zu den jeweiligen Zeitpunkten und ist somi giithtige Entscheidungsgrundlage fir den zweiten
Decodierer. Dieser beschrankt sich nun namlich bei s&nehe nach dem ML-Pfad auf die dur¢hfestge-
legten Partitionierungsmengen. Das Verfahren wird soexgjefihrt, bis die unterste Partitionierungsebene
erreicht wird und der Decodieret zwischen den beiden verbliebenen Symbolen entscheides. mus

Y |Decodierer t
o 1 e I
T, I Decodlererl:
+Cm/1

T, ey Decodierer] ¢
I I_> m I ’

Bild 2.28: Struktur der kaskadierten Decodierung von Mehrstufensode
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Die Struktur hat neben ihrem hohen Aufwand auch noch dentdiattass Fehlentscheidungen eines Decodie-
rers unweigerlich zu Folgefehlern in den nachfolgendenodiecern filhren, es kommt also zu einer Fehlerfort-
pflanzung. Um diesen Effekt zu minimieren, werden z.B. zingscden einzelnen Decodierern (und naturlich
auch den Codierern) Interleaver eingesetzt, die die Bietder am Ausgang eines Decodierers in Einzelfehler
spreizen. Des weiteren kann der gesamte Decodiervorgarigvéaderholt werden, d.h. der erste Decodierer
decodiert nun erneut den empfangenen Datenstrom, jetztrdabder Kenntnis aller tibrigen Entscheidungen —
aul3er seiner eigenen —, usw. (siehe Bild 2.29). Wir erhalbenit einen iterativen Decodierprozel3. Wie spater
noch gezeigt wird, ist es dann von Vorteil, Decodieraldwnién einzusetzen, die neben der harten Entscheidung
auch ein Mal3 fur die Zuverlassigkeit des Ergebnissesrlefoft-In/Soft-Out-Decodgr

T1 I__..._>

z U

Decodlererl:
(i &)
cﬁ) v e X0

T, I e T, I Decc;glerer c()

Bild 2.29: Struktur der kaskadierten Decodierung mit Iterationen Mahrstufencodes
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2.8.3 Optimierung

Bezuglich einer Optimierung der gesamten Anordnungtstigh nun die Frage, wie die Coderaten in den ein-
zelnen Stufen zu wahlen sind, damit sich insgesamt eiriohidg leistungsfahiger Code ergibt. Eine einfache
Moglichkeit besteht beispielsweise darin, allen Stufen dleichen Code zuzuweisen. Dieser Ansatz tragt aber
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nicht der Tatsache Rechnung, dass jeder Partitioniertuigssin anderes Signalraumalphabet zur Verfigung
steht. Damit sieht jeder Codierer einen unterschiedliciguivalenterlJbertragungskanal mit entsprechender
Kanalkapazitat. Aul3erdem ware es sinnvoll, moglictestke Codes in den ersten Stufen einzusetzen, um bei
der Decodierung Folgefehler zu vermeiden.

Kapazitat der einzelnen Partitionierungsmengen

&

-10 -5 0 5 10 15 20
Kapazitat der einzelnen Partitionierungsstufen

1 ‘ N were
+C(l)
+C(2)

0.5

0
-10 -5 0 5 10 15 20
Es/Np in dB —
Bild 2.30: Kanalkapazitat fur Mehrstufencodes (8-PSK) beim AWGHREI

Theoretisch kann dieses Problem mit Hilfe der Informatioasrie gelost werden. Fir jede Teilmenge des
Signalraumalphabets, die durch dget-Partitioninggebildet wird, kann die Kanalkapazitat geman Gl. (2.14)
berechnet werden. Beispielsweise besitzt das Gesamtsjisteine 8-PSK die im oberen Diagramm von Bild
2.30 gezeigte Kapazitat. Im ersten Partitionierungstiamtstehen zwei QPSK-Signalraume mit entsprechend
verringerter Kapazitat, im zweiten Schritt dann vier BRBl€ngen.

Dabei ist zu beachten, dass die codierten Bit der einzeltdgiersnicht ein Symbol innerhalb der jeweiligen
partitionierten Mengen auswahlen, sondern sie bestimdneiMenge selbst, die dann in der folgenden Par-
titionierungsstufe verwendet werden soll. Somit wird diapiézitat einer bestimmten Stufe nicht anhand der
Symbole einer Teilmenge bestimmt, sondern durch Parigiang der Teilmengen. Es kann gezeigt werden,
dass die Kapazitat’(1) der ersten Partitionierungsstufe aus der Differenz deraiitgsten von 8-PSK und
QPSK berechnet wird

C(1)=C(8—- PSK)—C(QPSK) . (2.32)

Entsprechend gilt fur die nachste Partitionierungsstuf
C(2) =C(QPSK)— C(BPSK) (2.33)

und trivialerweise”' (3) = C(BPSK). Die Ergebnisse zeigt das untere Diagramm in Bild 2.30ifie 8-PSK.

So weist die erste Partitionierungsstufe die geringsteakitdt auf, da hier zwischen zwei QPSK-Mengen un-
terschieden werden muss, deren gegenseitige euklidisigt@nPen sehr gering sind. Aul3erdem kommt noch
der Nachteil der Mehrfachreprasentation hinzu, da jededdeus mehreren Symbolen besteht. In der zweiten
Stufe nimmt die Kapazitat zu, hier wird zwischen BPSK-Menginterschieden. Die groldte Kapazitat besitzt
die letzte Stufe, da hier nur eine normale BPSK-Modulati@attfindet, die Kurve ist schon aus dem letzten
Semester bekannt. Die Summe aller Kurven ergibt dann dieXtiiskurve der 8-PSK aus dem oberen Dia-
gramm.
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Die Codierung ist nun derart vorzunehmen, dass in den epPsteitionierungsstufen starke Codes (Gedachtnis,
Coderate) eingesetzt werden, da hier die Kapazitat amgggn ist. In den letzten Ebenen der Partitionierung
reichen dann relativ schwache Codes aus, unter Umstaratan sogar ganz auf eine Codierung verzichtet
werden. Die Bilder 2.31 und 2.32 zeigen die Ergebnisseifig £6-PSK und eine 16-QAM.

Kapazitat der einzelnen Partitionierungsmengen

T T =S Q

4 :

—— 16-PSK o®

3f —— 8-PSK Y-S D RS PR :
2

2B

[EEN

—0160 -5 0 5 10 15 20 25
Kapazitat der einzelnen Partitionierungsstufen

1 ‘ RS 665560006
—= C(1)

= C(2)
C(3)

uuuuuuuu

-10 -5 0 5 10 15 20 25
Es/Ngin dB —
Bild 2.31: Kanalkapazitat fur Mehrstufencodes (16-PSK) beim AW&&ahal

Kapazitat der einzelnen Partitionierungsmengen

4 ‘
—o— 16—-QAM
3 — 8-QAM 1
—— 4-QAM
2H —— 2-QAM .
1, -
-10 -5 0 5 10 15 20

Kapazitat der einzelnen Partitionierungsstufen
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Bild 2.32: Kanalkapazitat fur Mehrstufencodes (16-QAM) beim AW®dnal
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2.9 TCM in der Modemtechnik

Modem: Modulator -Demodulator

Der Telefonkanal ist ein pradestiniertes Medium fir densktz der TCM. Hier gilt es namlich, Uber einen
sehr schmalbandigen Kanal moglichst hohe Datenrateninat endglichst hohen Qualitat (geringe Fehlerra-
te) zu Ubertragen. Die derzeit aktuellen Modems nach V@thkn bis zu 55,6 kbit/s Giber einen Kanal mit
nur 3,2 kHz Bandbreite Uibertragen; das ist mit einer elrdachinaren Modulationsform nicht moglich. Hier
mussen bandbreiteneffiziente Verfahren wie die TCM zuns&nkommen.

Telefonkanal:
Bandbreite: AWGN-Kanal miB < 3.200 Hz
Signal-Rausch-Abstand: E, /Ny = 28 dB. .. 36 dB
Kanalkapazitat: Cc? =B.1d (1 + f,—o) =30 ... 38 kbit/s
(bei reiner AWGN-Storung)

20 =2B1d (1+ £ ) =56 ... 70 kbit's

Entgegen der Annahme reiner AWGN-Stérungen treten aefdekanalen auch Impulsstorungéhyersprechen,
Mehrwegeausbreitung und nichtlineare Storungen auft@#ichliche Kapazitat liegt also unter der oben an-
gegebenen.

Standards durch CCITT / ITU

CCITT: Comit Consultatif International deéllégraphique et &éphonique)
jetzt ITU: International Telecommunication Union

V.26: — 1962, 1968 als Standard
— uncodierte 4-PSK
— 2,4 kbit/s bzw. 1,2 kbaud
— analoger, fester Entzerrer (Kompromif3 fur mittleres Kareil)

V.27: - 1967
— uncodierte 8-PSK
— 4,8 kbit/s bzw. 1,6 kbaud
— durch groRere Bandbreite dispersiver Kanat System empfindlicher
— einstellbarer, analoger Entzerrer

V.29:  — uncodierte 16-QAM
— 9,6 kbit/s bzw. 2,4 kbaud
— System noch empfindlicher
— Entzerrung durch digitalen T-Entzerrer

Erstjetzt halt die Kanalcodierung Einzug in die Modemtekhda die technologische Entwicklung mittlerweile
soweit voran geschritten ist, dass relativ aufwendigea¥edn wie die Decodierung der TCM realisierbar sind.

V.32: - 1981
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— 32-QAM TCM (rotationsinvariant, von Wei)
— 14,4 kbit/s bzw. 3,6 kbaud
— Fractional Spacing Equalizedigitaler T-EntzerrerJberabtastung

V.33: - 128-QAM TCM
— 14,4 kbit/s bzw. 2,4 kbaud
— 64-QAM TCM
— 12 kbit/s bzw. 2,4 kbaud

V.34: - 960-QAM TCM
— adaptive Anpassung an den Kanal (Ausmessen des Kanaldeticin)
— CoderatenR,. = 2/3 (16 Zustande)R. = 3/4 (32 Zustande)R. = 4/5 (64 Zustande)
- B=3,2kHz
— 2,4 kbit/s. . . 28,8 kbit/s

V.34: - 960-QAM TCM
— adaptive Anpassung an den Kanal (Ausmessen des Kanaldegticin)
— CoderatenR,. = 2/3 (16 Zustande)R. = 3/4 (32 Zustande)R. = 4/5 (64 Zustande)
- B=3,2kHz
— 2,4 kbit/s. . . 28,8 kbit/s

Ein wichtiger Aspekt der Modem-Technik ist die Entzerrurgs d'elefonkanals. Schon in den 80er Jahren,
als noch uncodiert Gbertragen wurde, konnte die Dateramafigrund besserer Entzerrungsverfahren deutlich
verbessert werden. Nach den analogen Entzerrern wurdanegend digitale T-Entzerrer eingesetzt, da die
optimale MLSE-Ldsung viel zu aufwendig war. Entscheidgniigkgekoppelte Entzerrer eignen sich eben-
falls nicht, weil einerseits die Riickkopplung der deteltén Werte ohne Einbeziehung der Kanaldecodie-
rung zu viele Folgefehler verursachen wiirde, und andeitergine Berlicksichtigung der Decodierung zu
grof3e Verzogerungszeiten mit sich bringt. Eine Altermastellt die adaptive Vorcodierung nach Tomlinson-
Harashima dar, die nach entsprechender Kanalschatzerfgigliale sendeseitig so vorverzerrt, dass nach der

Ubertragung nur noch geringe Kanaleinfliisse auftreten.
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Kapitel 3

Verfahren zur adaptiven Fehlerkontrolle

3.1 Einflhrung

Bisher: FEC-Codierung (Forward Error Correction)
e Konstruktion moglichst leistungsfahiger Codes zur Egtdrrektur

e Durch feste CoderatA, ist auch dieUbertragungsrate konstant

— | Durchsatz ist unabhéngig vom Ubertragungskanal!

e Esist kein Ruckkanal erforderlich

e Nachteile:
— Bei 'guten’ Ubertragungsbedingungen wird zuviel Redundanz hinzugef”
— geringe Bandbreiteneffizienz

— Bei ’schIechten’Ubertragungsbgdingungen reicht Korrekturfahigkeit BEE€-Codes nicht aus
— es treten nicht-korrigierbandbertragungsfehler auf

— | Qualitat der Ubertragung ist abhéngig vom Ubertragungskanal!

Jetzt: ARQ-Verfahren (Automatic Repeat Request)

Unter ARQ-Verfahren versteht mdmbertragungsprotokolle, die im Fall einer fehlerhaftébertragung die
falsch empfangenen Bereiche einer Nachricht wiederh@ksm sozusagen Redundanz zufiigen (Wiederho-
lungscode). Da diese Redundanz aber ausschlieR3lich ineffadhkingefligt wird, spricht man von adaptiven
Verfahren. Ist der Kanal sehr schlecht, treten haufig Fehléund es sind viele Wiederholungen erforderlich
(hohe Redundanz). Bei guten Kanalen reichen dagegen sstigevWiederholungen und damit eine geringe
Redundanz aus. Die Redundanz palf3t sich also den aktuelteidedingungen an (adaptiv)!

ARQ-Verfahren kommen in der Praxis sehr haufig zum Einsatd,zwar immer dann, wenn sehr hohe Anfor-
derungen an di&bertragungssicherheit, d.h. an die Fehlerrate gesteliden. Im Zweifelsfall kann so lange
wiederholt werden, bis endlich eine fehlerfréi@ertragung zustande gekommen ist. Hierdurch wird deuytlic
dass die Nettodatenrate wahrend schlechter Kanalbettiegudrastisch reduziert werden kann (s. auch Ab-
schnitt 3.5). Folgende Bedingungen mussen fir ein ARGy erfillt sein:

e Es wird eine paketorientiertébertragung (Burst-Betrieb) vorausgesetzt

e Es ist ein Ruckkanal erforderlich, Gber den der Empfarfgan Sender mitteilen kann, dass ein Paket
fehlerhaft war
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e Es sind fehlererkennende Codes einzusetzen.

Bild 3.1 zeigt die allgemeine Struktur eines ARQ-Systemig ith Empfanger ankommenden Datenpakete
werden zunachst decodiert und durch tiberprifung des Syndroms auf Fehlerfreiheit getestesgt_ein
Ubertragungsfehler vor, so fordert die ARQ-Steuerung depfEngers die Wiederholung des korrupten Blocks
an, indem ein NAK Negative Acknowledgemértum Sender Uibertragen wird. Dessen ARQ-Steuereinheit
wertet das ARQ-Signal aus und initiiert die erneUlieertragung des entsprechenden Blocks. Im fehlerfreien
Fall sendet der Empfanger ein ACK-Signélcknowledgemeftwodurch der Sender erfahrt, dass ein Paket
fehlerfrei Gbertragen wurde und nicht mehr langer im Slpei gepuffert werden muf3.

ARQ- . diskreter , ARQ-
—> Steuerung Codierer Kanal Decodierer Steuerung
Riickkanal

Bild 3.1: Prinzipielle Struktur eines ARQ-Systems

Fehlererkennende Codes

Wie aus dem letzten Semester bekannt ist, eignen sich CRIgsdByclic Redundancy Checkervorragend
zur Detektion von Bindelfehlern. Es handelt sich bei ihnemlineare, zyklische und systematische Blockco-
des, deren Generatorpolynom die Form

9(D) = (1+D)-p(D)

hat, wobeip(D) ein primitives Polynom vom Grad ist. Die Decodierung erfolgt Uber die Berechnung des
Syndrompolynoms;(D). Fir s(D) # 0 wurde ein Fehler erkannt, fis(D) = 0 liegt entweder ein nicht
erkennbarer Fehler oder aber kein Fehler vor. CRC-Coddézbedolgende Eigenschaften:

e Alle Fehlermuster mitv(e) < 3 werden erkannt.

Alle Fehler mit ungeradem Gewicht werden erkannt.

Alle Bundelfehler bis zur Lange + 1 werden erkannt.

Von den Bundelfehlern mit einer Lange von- 2 wird nur eine Quote vo2~" nicht erkannt

Von den Biindelfehlern mit einer Lange venr + 3 wird nur eine Quote vo~("+1) nicht erkannt.

Es ist leicht einzusehen, dass die Leistungsfahigkeit@RE€-Codes entscheidenden Einflu® auf die Lei-
stungsfahigkeit des gesamten ARQ-Systems hat. WerdederFaarch ihn nicht erkannt, konnen die fehler-
haften Pakete auch nicht neu angefordert werden und das $y@m versagt.

3.2 Zuverlassigkeit der ARQ-Verfahren bei idealem Ruckkanal

Es existieren zwei wichtige Qualitatsmerkmale, die einQARrinzip charakterisieren. Zum einen ist die Zu-
verlassigkeit der Verfahren entscheidend, die durch diftrittswahrscheinlichkeitP,. unerkannter Fehler
bestimmt wird.

Des weiteren bestimmt der Datendurchsatz

_Anzahl fehlerfrei empfangener Infobit Anzahl fehlerfrei empfangener BlbckeR

— = 3.1
Gesamtzahl Gibertragener Bit Gesamtzahl Ubertragener Blocke (3.1)

3.2. ZUVERLASSIGKEIT DER ARQ-VERFAHREN BEI IDEALEM RICKKANAL 80



Kanalcodierung Il \J Universitat Bremen
Dr.-Ing. Volker Kiihn, Dr.-Ing. Dirk Wilbben Fachbereich 1, ANT

die Effizienz des Systems, wobBj. die Coderate des eingesetzten fehlererkennenden Codswadibts Der
Durchsatzn entspricht der bekannten Coderate bei FEC-Systemen eisalérdings variabel und paldt sich
demUbertragungskanal an. Er hangt von den jeweiligen AR@#8gien ab und wird daher in den nachsten
Abschnitten fur jedes Verfahren getrennt ermittelt.

In diesem Abschnitt beschaftigen wir uns mit der Zuvesigiseit der ARQ-Systeme und gehen zunachst von
einem idealen Rickkanal aus, die ACK- bzw. NAK-Signale Bagfangers erreichen also unverfalscht den
Sender. Weiterhin gelten die Vereinbarungen:

P,. Auftrittswahrscheinlichkeit eines unerkannten Fehlerslgtected errgr

P.4 Auftrittswahrscheinlichkeit eines erkennbaren Fehlersof detectedl

P, Wahrscheinlichkeit fir das Versagen des ARQ-SystemsléFalird nicht erkannt)

Dann gilt:
Pw — Pue + Ped'Pue + Pgd'Pue +
~ N N——
Fehler nicht 1 Wiederholung, 2 Wiederholungen,
erkannt Fehler nicht erkannt Fehler nicht erkannt
(X) .
= Pue- Z Peld
i=0
Pue
— 3.2
1—P,y (3.2)

Gl. (3.2) erlaubt folgende Interpretation: Die Zuverlggsit eines ARQ-Systems ist unabhangig von dem ver-
wendeten Verfahren. Lediglich der zum Einsatz kommendeiffetkennende Code, z.B. CRC-Codes, bestimmt
die Wahrscheinlichkeit fur das Auftreten nicht erkenmodfehlermuster. Fiir einen Genie-Code, der alle Feh-
lermuster erkennen wirde, wake. = 0 und somit auch?,, = 0. Der zur Fehlererkennung eingesetzte Code
sollte also moglichst gut sein, damit sehr viele Fehletgruerkannt werden. Das ARQ-Verfahren selbst hat
allerdings keinen Einfluf3 auf die Zuverlassigkeit.

Bei FEC-Verfahren ist der Datendurchsatz konstant, die Zuerlassigkeit langt hingegen vom Kanalzu-
stand ab.

ARQ-Verfahren garantieren unabhangig vom Kanal eine gleich bleibenddJbertragungssicherheit, ihr
Durchsatz wird allerdings stark vom Kanal beeinfluf3t.

3.3 Klassische ARQ-Verfahren

Wir unterscheiden drei klassische ARQ-Verfahren, die ilgdnden kurz erlautert werden. Sie kbnnen auch
kombiniert werden, und zwar sowohl untereinander als auicl-EC-Verfahren wie z.B. den Faltungscodes.
Die letztgenannte Kombination wird im folgenden noch im étirstt 3.5 behandelt.

Neben der Funktionsbeschreibung der einzelnen ARQ-8teatevird auch das zweite Leistungsmerkmal, der
Datendurchsatz analysiert. Unter der Annahme eines iléatérungsfreien) Rickkanals konnen wir die Ef-
fizienzn des SW-Verfahrens leicht berechnen. Wir setzen fernemugoidass ein Genie-Code, der alle Fehler-
muster erkennt®,. = 0 — P, = 0), zum Einsatz kommt. Diese Annahme ist erlaubt, denn zue®eung
des Datendurchsatzes spielen nicht erkannte Fehler keiltes Ba sie nicht zu Wiederholungen fiihren.
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3.3.1 Stop & Wait-Verfahren (SW)

Die einfachste, aber auch schlechteste Methode zur adagfghlerkontrolle ist daStop & WaitVerfahren.
Die Funktionsweise ist in Bild 3.2 dargestellt. Rot eirayété Pakete sind fehlerhaft empfangen worden, blaue
Pakete zeigen Wiederholungen an. Diese Darstellung witll suden folgenden Bildern beibehalten.

Es wird ein Block der Dauefi’z gesendet und solange mit dem Senden des zweiten Blockstgewas
vom Empfanger die Bestatigung fir den korrekten Empfanmgmt (ACK - AcknowledgementTritt wahrend
der Ubertragung ein Fehler auf, welcher im Empfanger erkanind,v60 sendet dieser ein NAKNggative
Acknowledgemeptdas den Sender zum Wiederholen des fehlerhaften Blockslait.

Die Zeit, die zwischen zwei gesendeten Blocken versttewgind mit 7 bezeichnet und hangt von der Verzogerung
der gesamten Dateniibertragungsstrecke (Hin- und RieRkab ¢ound trip timg. Die Gesamtdauer zum
Ubertragen eines Blocks betragt beim SW-Verfahren somit

T, = Ts + T¢ (3.3)

ACK /ACK ACK /ACK

F

Bild 3.2: Funktionsweise deStop & WaitVerfahrens

Vorteile:
e Leicht zu implementieren

e Nur kleiner Puffer im Sender (1 Block), gar kein Puffer im Hiémpger erforderlich!

Nachteile:
e Geringer Datendurchsatz durch hohe Leerlaufzeiten

Datendurchsatz bei idealem Riickkanal
Entsprechend Bild 3.2 bendtigt ein fehlerfrei empfangeRaket die Zeil; = T + T¢. Die Wahrschein-
lich betragt hierfurP, = 1 — P.4, da P,. = 0 gilt. Werden fehlerhafte Blocke empfangen, gilt folgende
Zusammenhang:

Ubertragung P.= (1 - P.y) T,

1 Wiederholung  P. = P.4(1 — P.gq) 2T}

2 Wiederholungen P. = P2(1 — P.q) 3T;

3 Wiederholungen P. = P3,(1 — P.;) 4T,
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Hieraus folgt fur die mittlerdJbertragungszeit eines Blocks:

Tay = (1—Pq) Tt + Peg(1 — Peg) - 2T} + Poy(1 — Peg) - 3T, + -+
e .
= Ti(1—Pug)- > (i+1)- P
=0

Ti(1 — Peq) T

(1= Py =1_ e (3.4)

Die Effizienzn berechnet sich nun aus dem Verhaltnis der Dauer eines 8Iogkur mittlerenUbertragungszeit
T 4y multipliziert mit der Coderaté?. des CRC-Codes. Wir erhalten

Tp Tp Tp
= — R.=— -(1-PFPy) Re=7—7-(1—PFeg) Re
mw = g Re= 32 (1= Pu) - Re= 72 - (1= P
1— Py
= ——— R.. 3.5
1+Tc/Tp (3)

Die Durchsatzrate) wird also einerseits UbeP.; durch den Kanal beeinfluf3t, andererseits aber auch durch
die Systemrandbedingungen, die sich im VerhalifigTs widerspiegeln. Geht die Fehlerwahrscheinlichkeit
des Kanals und damit audh.; gegen Null, so gilt)sw = Rc /(1 + Tg/Tp). Ist zusatzlich die Leerlaufzeit
T << Ty, nimmt Gl. (3.5) die Formysyy = R, an.

3.3.2 Go-Back-N-Verfahren (GB-N)

DasGo-BackN-Verfahren stellt eine wesentliche Verbesserung gegemdém SW-Prinzip dar. Seine Funk-

tionsweise zeigt Bild 3.3. Es wird nach dem Senden eineskBlaanachst nicht mehr auf eine Antwort des
Empfangers gewartet, sondern die nachfolgenden Bloakelem direkt nacheinander Gibertragen. Wird im
Empfanger ein Fehler detektiert und das NAK an den Sendeitgje geht dieser bis zum fehlerhaften Block
zuriick go-backN) und wiederholt den falschen und auch alle nach ihm gesendRekete, unabhangig davon,
ob diese falsch waren oder nicht. Dies erklart auch den Mates Verfahrens.

T=NT,=3T,
T, , T¢=2T,

7

1123

F

Bild 3.3: Funktionsweise deGo-BackN-Verfahrens)N = 3

Der entscheidende Paramefér= [1;/Tp| = [T /Tg| + 1 gibt an, wieviele Pakete im Fehlerfall zu wie-
derholen sind und hangt wie au@ly vom round trip delayab. Der Vorteil besteht in einem hoheren Daten-
durchsatz gegeniber der SW-Methode. Allerdings wird imd&e mehr Speicher zum Puffern der gesendeten
Blocke benotigt, da nun die letzteN Blocke, fur die noch kein ACK empfangen wurde, gesichegerden
mussen. Dies erfordert auch einen hoheren Protokolkudw
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Datendurchsatz bei idealem Rickkanal
Fur das GBA-Verfahren gilt:

Fehlerfrei P.=1— Py Tp

1 Wiederholung P.=P.4(1—P.q) (N+1)Tp
2 Wiederholungen P. = P2(1—P.;) (2N +1)Tg
3 Wiederholungen P. = P3,(1— P.;) (3N +1)Tg

Wir erhalten

Tay = (1—Py) T+ Py(l—P.yg)- (N+1)Tp+ P31 —Py) - 2N +1)Tg+ ---

(o]
. ) 1+ (N —-1)Py
= TB(l—Ped)' (ZN—I—l)'PeZd:TB(l—Pe ) (1(—P ))26
i=0 ed
1+ (N —1)Py
(1 - Ped)
Die Effizienzn lautet nun
T 1— Py
N=— - Re=—+—""—"-R,.. 3.7
nap-N == Re=1w e, e (3.7)

Fur P.; — 0 strebtngp_n gegen die CoderatB. des CRC-Codes.

3.3.3 Sdlective Repeat-Verfahren (SR)

Das SR-Verfahren besitzt die gro3te Effizienz, da es kamitich die Blocke sendet und im Fehlerfall nur die
wirklich fehlerhaften Pakete wiederholt. Diese Prozeduiri Bild 3.4 illustriert.

T=NT,=3T,
T, | T.=2T,

1] 2

Bild 3.4: Funktionsweise deSelective-Repeaterfahrens

Es ist sofort vorstellbar, dass dieses Verfahren den gniBatendurchsatz verspricht. Allerdings ist der erhohte
Aufwand nicht zu unterschatzen. Zunachst bringt das 8RRz einen Mehraufwand bzgl. der Protokollebene
mit sich. Alle Pakete miissen durchnumeriert werden, damitm Empfanger wieder in die richtige Reihen-
folge gebracht werden kénnen und der Sender im Fehlerfithaupt weil3, welcher Block zu wiederholen
ist.

Auerdem ist theoretisch ein unendlich grof3er Puffer im tamger erforderlich, da nach dem Empfang eines

inkorrekten Blocks stets neue Pakete gesendet werdenpldiege zwischengespeichert werden miissen, bis
das entsprechende Paket fehlerfrei empfangen wurde. Kemmmtehrfach falsch am Empfanger an, verviel-

facht sich der erforderliche Speicher. In der Realitabtsten Empfanger nur ein endlich grof3er Speicher zur

Verfiigung, so dass es wahrend schlechiieertragungsbedingungen (viele Wiederholungen) Elirarlaufen
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des Puffers und damit zu einem Datenverlust, da fehlerfrgifangene Pakete im Sender nicht mehr gespei-
chert werden.

Datendurchsatz bei idealem Riickkanal
Fur das SR-Verfahren gilt:

Fehlerfrei P.=1— Py Tp
1 Wiederholung P. = P.4(1 — P.gq) 2Tp
2 Wiederholungen P. = P2/(1— P.q) 31g

e

3 Wiederholungen P, = P3,(1 — P.;) 4Tg

e

Wir erhalten
Tav = (1—P.g)-Tp+ Peg(l — Pg) - 2T + P2(1 — P.g) - 3T + -
OO .
— TB(l_Ped)'Z(i+1)‘ eld
i=0
1— Py
= Tp - — <%
(1= Puy)?
Tp
= — (3.8)
(1 - Ped)
Die Effizienzy lautet nun
NsrR = (1 - Ped) : Rc (39)

Fur P,y — 0 strebtnsr gegen die CoderatB,. des CRC-Codes.

3.3.4 Kombination von Selective Repeat-Verfahren und Go-Back-N

Bild 3.5: Funktionsweise deSelective-Repeat/Go-Badk-VerfahrensN = 3

Um diesen in der Praxis stark ins Gewicht fallenden Nachteilmgehen, kann eine Kombination von SR und
GB-N verwendet werden. Dem liegt folgende Vorgehensweise naigr(s. Bild 3.5):

e Die Ubertragung startet zunachst nach dem SR-Verfahren

e Wird bei schlechten Kanalbedingungen ein Block mehrmdliefaaft empfangen, erfolgt eine Umschal-
tung auf dasGo-Back/V-Prinzip

— Von nun an werden di&V letzten Blocke im Fehlerfall wiederholt. Dies reduzientar den Datendurch-
satz, allerdings wird ein Puffertiberlauf im Empfangethiedert, da zwischen den Wiederholungen keine
neuen, sondern stets die gleichen Pakete Gibertragenmwerde
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3.3.5 Selective Repeat-Verfahren mit Stutter-Modus

Eine andere Moglichkeit, dddberlaufen des Puffers zu verhindern, besteht im Umsahatien SR-Verfahren

in einenStotterModus (englstutter), der den bereits mehrfach fehlerhaft empfangenen Bloekge wieder-
holt, bis er schliel3lich fehlerfrei Ubertragen wurde. $2idVlethode ist einfacher als die letzte zu implementie-
ren, ihr Durchsatz ist aber auch geringer, da der StottesttMrinzipiell dem SW-Verfahren entspricht. Die
schematische Darstellung zeigt Bild 3.6.

Bild 3.6: Funktionsweise deSelective-Repeat/Stutt¥erfahrens

3.3.6 Vergleich der ARQ-Strategien

In diesem Abschnitt sollen die Durchsatzratgder verschiedenen ARQ-Strategien fir unterschiedliche A
wendungsbereiche verglichen werden. Zum einen wurde gjische Satellitenverbindung tber geostati-
onare Satelliten betrachtet, zum anderen eine Richtftetie. BeideUbertragungskanale kdnnen in guter
Naherung als AWGN-Kanale aufgefaldt werden, d.h. leclighdditives weil3es gaul3verteiltes Rauschen stort
die Ubertragung. Der wesentliche Unterschied besteht in deéeffrung zwischen Sender und Empfanger und
damit imround trip delay

Geostationare Satelliten befinden sich in einer Umlaufbzth 36.000 km iiber dedquator. Gehen wir von
dem Szenarium aus, dass die Verbindung Erde-Satellit-fordElin- und Riickkanal verwendet wird, ergibt
sich eine Gesamtstrecke von

s =4-36.000 km = 144.000 km ,

die einer Laufzeit des Signals von

s 144-10°m
c  3-10%m/s
Die Effizienz der ARQ-Verfahren SW und GB-hangt vom Verhaltnis vofi; und der Paketdauéfz ab.
Nehmen wir eine Blockdauer vdhiz = 20 ms an, wie es in der Sprachibertragung Ublich ist, so/gik=

25. Bei kirzeren Paketzeiten wie z.By = 6 ms gilt dagegenV = 81. Demgegeniber treten bei einer
Richtfunkstrecke nahezu keine Verzogerungszeiten aufhehmen daher in diesem Fall = 2 an.

Tg = =048s.

Bild 3.7 zeigt die Durchsatzratemder drei ARQ-Strategien fur die oben diskutierten Anwargibereiche.
Dabei wurde ein einfacher (127,71)-BCH-Code angenommenkbnkrete Code beeinflul3t die Kurven ledig-
lich bzgl. der Coderate und damit der asymptotischen Effiziend hinsichtlich der Berechnung der Fehler-
wahrscheinlichkeit, ;.

Es ist zu erkennen, dass déalective Repeaterfahren unabhangig von der systembedingten Verzigszeit

ist. Fur die beiden anderen Strategien gilt, dass die Effizi mit sinkender Verzogerungszéit; zunimmt.
Dabei kommt da§&o Back/N-Verfahren furN = 2 dem SR-Verfahren schon recht nahe. Der SW-Algorithmus
besitzt aufgrund der standig zugefuhrten Redund@hz {5) mit Abstand die geringste Effizienz.
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Durchsatzrate fir ARQ-Strategien: Idealer Ruickkanal
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Bild 3.7: Vergleich der ARQ-Strategien

3.4 Leistungshthigkeit bei realem Rickkanal

3.4.1 Modellbildung

Die bisherigen Ergebnisse galten alle unter der ideaéisgen Annahme eines idealen (stbrungsfreien) Rick-
kanals. Dies ist in der Realitat aber nie gegeben, so dassimpraktische Systeme auch Fehler im Riickkanal
beriicksichtigen muss. Diese Fehler fihren dazu, dassBEmpfanger gesendete NAK- und ACK-Signale
entweder miteinander vertauscht werden (NAKACK bzw. ACK — NAK) oder aber komplett verloren
gehen und damit gar nicht den Sender erreichen. Daher weeddolgende GegenmalRnahmen ergriffen:

e Zeitreferenz im Sender:
trifft die Antwort des Empfangers uber einen gesendetieiBnicht in einem definierten Zeitintervall
ein, so wird sicherheitshalber von einer erneuten Anfandgrausgegangen und der entsprechende Block
erneut Ubertragen.

e Zeitreferenz im Empfanger:
Falls nach einem gesendeten NAK der angeforderte Blockt mickiner definierten Zeit erneut am
Empfanger ankommt, wird erneut ein NAK gesendet.

e Falls ein Codewort im Empfanger ankommt, dass bereitsatekt deklariert wurde, wird abermals ein
ACK gesendet und das Duplikat verworfen.

In der jetzt folgenden Analyse wollen wir annehmen, dasse&k®lAK-/ACK-Signale verloren gehen, sondern
dass sie nur miteinander vertauscht werden kdnnen. Wiestens dann dablbertragungssystem durch ein
Zustandsdiagramm vor (Mealy-Automat), dessen Zustdretgadngen die Parameteibis g zugeordnet sind
(s. Bild 3.8). Welche Werte bis g konkret annehmen, hangt von der jeweils gesuchten Ziktitom ab.
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XZ
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X 2l x > x -2 x,
Sender Fehler- Q Senke
erkennung f

Bild 3.8: Zustandsdiagramm zur Beriicksichtigung des realen Rirckdk

Der Sender X)) Ubertragt einen Datenblock), der im Empfanger zunachst durch Syndromdecodierufig au
Fehlerfreiheit Uberprift wird X;). Wird ein Fehler erkanntbf, muss ein NAK-Signal an den den Sender
zuriickgegeben werdeiX(). Wird das NAK-Signal auf dem Riickkanal verfalscht, masserneut tibertragen
werden ¢), andernfalls kommt der wiederholte Block am Empfange(@rund die Fehlererkennung beginnt
von neuem. Wird kein Fehler detektie#) (gelangen wir in den Zustands, wo nun das ACK-Signal an den
Sender geschickt wird. Wird dieses verfalschi}, rfolgt eine Wiederholung, ansonstey) ¢elangen wir zur
SenkeX,.

Je nachdem, ob nun Zuverlassigkeit oder der Datendurchisat verschiedenen ARQ-Strategien bestimmt

werden sollen, sind unterschiedliche Werte fir die Patamis g anzusetzen. Das Ziel besteht in allen Fallen

darin, dieUbertragungsfunktion vom Sendéf, zur SenkeX, zu bestimmen. Dazu existieren verschiedene

Losungsansatze. Eine Moglichkeit besteht in der Mastiveén Pfad-Schleifen-Regel, die ganz allgemein fur
beliebige Netzwerke angesetzt werden kann. Fir dieséschiz Beispiel ist es aber ausreichend, das lineare
Gleichungssystem aufzustellen und zu losen.

X3 :(IXO—|- —|—ng—|— = X1 :aXo—l—%Xl
Xo=  +bX14+cXy + = X=X
X3 = +eXq + + fX3 = X3 = ﬁXl
Xy = + + + gX3 = X, = 16_ng1
Wir erhalten schlieRlich folgendabertragungsfunktion
Xy aeg(1 — c)

H

SN T et .

3.4.2 Zuverlassigkeit bei realem Rickkanal

In Abschnitt 3.2 wurde gezeigt, dass die Zuverlassigkeie® ARQ-Systems unabhangig von den Kanalei-
genschaften ist und lediglich von der Leistungsfahigkleit eingesetzten fehlererkennenden Codes beeinfluf3t
wird. Es gilt nun zu Uberprifen, ob dies auch fir reall, destorte Rickkanale gilt. Dazu setzten wir folgende
Ausdriicke fur die Parameter ein:

a=1 (3.11)
b= P.q (3.12)
c= Pna Wahrscheinlichkeit fur Fehler NAK— ACK (3.13)
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d=1—Pya Wahrscheinlichkeit fur korrekten Empfang von NAK (3.14)

e = Py (3.15)

f = Pan Wahrscheinlichkeit fur Fehler ACK— NAK (3.16)
g=1— Pun Wahrscheinlichkeit fur korrekten Empfang von ACK (3.17)

Ein erkennbarer Fehler tritt mit der Wahrscheinlichik®i auf. In diesem Fall wird ein NAK-Signal gesendet,
welches mit der Wahrscheinlichkelty 4, auf dem Rickkanal verfalscht wird. Dann bleibt die Widubéung
des fehlerhaften Datenpakets aus und das NAK muss erneritdden werden. Die Prozedur wiederholt sich
solange (Selbstschleitein X5), bis das NAK korrekt am Sender angekommeén=1 — Py 4) ist und dieser
das fehlerhafte Paket erneut tUibertragt. Dann beginit idie Fehlererkennung von neuem.

Die Wahl vone = P,. in Gl. (3.15) bedeutet, dass nur die Falle betrachtet wentedenen der fehlererken-
nende Code versagt. Gl. (3.10) liefert dann die Restfeldlrgcheinlichkeit. Je kleiner sie ist, desto grol3er
ist die Zuverlassigkeit. Wird kein Fehler detektiert, mutas ACK-Signal gesendet werden, das aber auch
verfalscht werden kann und dann ebenfalls wiederholt arerduss (Selbstschleifgin X3). Dies hat fir die
Zuverlassigkeit des Systems zunachst keine Bedeutwing,veohl aber fir den Datendurchsatz, der in den
folgenden Abschnitten betrachtet wird.

Setzen wir die oben aufgefiihrten Parameter in GI. (3.19)ezgibt sich

Pue(l_PAN)(l_PNA) _ Pue(l_PNA) _ Pue
(1 = Pan)(1 = Pva — Pea(1 = Pna)) (1= Peg)(1 —Pna) 1— Py
Dies ist das schon aus Gl. (3.2) bekannte Resultat. Danta@uotlich, dass auch der reale Riickkanal keinen
EinfluR auf die Zuverlassigkeit, also die Restfehlerwaheinlichkeit des ARQ-Systems, hat.

- (3.18)

3.4.3 Datendurchsatz beim SW-Verfahren

Soll der Datendurchsatz, also die Effizienz der ARQ-Systeenechnet werden, kommt es darauf an, wie lange
die Ubertragung eines Datenpaké@tsMittel dauert. Wir definieren dazu das Zeitmalf3

Tp+1T¢
K= —"

3.19
et (3.19)

das die auf die Paketdau&}; normierteUbertragungsdauer eines Pak@}s + T im fehlerfreien Fall be-
schreibt. Damit sich durch die Multiplikation détbergangsparameter die Zeiten der einzelnen Vorgange ad-
dieren, wird ein PlatzhalteD eingefiihrt, dessen Exponent den zeitlichen Einflul3 einetandsiibergangs
darstellt. Wir erhalten folgende Zuordnungen:

a = D" (3.20)
b = Py (3.21)
¢ = Pya-DF (3.22)
d = (1—Pya)-D" (3.23)
e = 1—Py (3.24)
f = Pay-D" (3.25)
g = 1— Py (3.26)

Die _Qbertragung eines Blocks dauert bezogen Bgifbeim SW-Verfahrens Zeiteinheiten. Gleiches gilt fir
die Ubertragung der NAK- und ACK-Signale. Werden sie auf denckRéanal verfalscht, wir ein fehlerhafter
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Block nicht wiederholt (der tatsachlich gesendete windweafen) oder aber ein korrekter I%Iock unnotigerweise
mehrfach Uibertragen, was den Datendurchsatz reduzibrtdig effektive Dauer fur didJbertragung eines
Blocks erhoht.

Die Wahl vone = 1 — P.; bedeutet, dass wir als fehlererkennenden Code einen @enie-annehmen, der
alle moglichen Fehler erkennt. Sie resultiert aus dberlegung, dass bei einem nicht erkannten Fehler das
System sowieso versagt und somit die aufgetretenen Meraigen uninteressant sind. Bzgl. der Effizienz
konzentrieren wir uns somit auf den Fall, dass das Systefakidunktioniert. Wir erhalten

(1 = P.g)(1 = Psn)(1 — PyaD")D"

Hew (D) = (1 — PnaD" — Pog(1 — Pya)D)(1 — PayDF) (3.27)

Die mittlere Ubertragungszeit je Block steckt implizit in den Exponeni®n D. Wie schon bei der Transfer-
funktion von Faltungscodes miissen wir Gl. (3.27) naxtiifferenzieren und die Ableitung an der Stelle= 1
auswerten. Fir die mittlere Paketiibertragungsdaudrtesigh

Tav _ OHsw(D) _ 61— PegPan — Pna + PeaPya) (3.28)
Tp oD D1 (1 —=P.g)(1 —Pan)(1 — Pna) '
Die Durchsatzrate beinhaltet auch noch die Coderate deslé&@tierungsverfahrens, so dass die Effizienz der
Stop&WaitStrategie insgesamt

_ T, (-Pg0—-Pan)(—=Pya)
Tav (1+%)(1_PedPAN_PNA+PedPNA)

n R. (3.29)

lautet. Betrachten wir nun zwei Spezialfalle, zum einem ei@es idealen Riickkanal®{y = Pnya = 0), zum
anderen den eines symmetrischen Rickkanals, B4y & Py 4):

1-P,
Pyn=Pnya=0 = n= TedRczm
T k2
1—Pg)(1—Py
Pan = Pna = 77:( idj-(Ta N)Rc:(l—PAN)UI
Ts

3.4.4 Datendurchsatz beim GB&-Verfahren

Fur dasGo-Back/N-Verfahren sind die Parametelbis g etwas anders zu wahlen. Zunachst entfallt die Leer-
laufzeit T, da die Datenpakete ohne Pause hintereinander gesenditnwém fehlerfreien Fall dauert die
Ubertragung eines Blocks also nur ndEh (anstattl’s + T). Tritt ein erkennbarer Fehler auf, werden dage-
gen N Blocke erneut tbertragen, nicht mehr nur der fehlernBftek (siehed). Wird das dazu erforderliche
NAK-Signal durch den Riickkanal verfalscht, muss es drgesendet werden. Dies fuhrt dazu, dass ein Block
mehr wiederholt werden muss, weshalb dieser Fall zu einexdgerung von einer Paketdauer fuhrt (siehe
Die Annahme eines idealen Genie-Codes wird weiterhin abtrgehalten.

a = D (3.30)
b = Py (3.31)
¢ = Pya-D (3.32)
d = (1—Pya)-DV (3.33)
e = 1—Py (3.34)
f = Puyy-DV (3.35)
g = 1— Py (3.36)

3.4. LEISTUNGSRHIGKEIT BEI REALEM RUCKKANAL a0



Kanalcodierung Il J Universitat Bremen
Dr.-Ing. Volker Kiihn, Dr.-Ing. Dirk Wilbben Fachbereich 1, ANT

Wir erhalten folgend&bertragungsfunktion:

_ (1_Ped)(1—PAN)(1—PNAD)D
Hep-n(D) = (1 — PyaD — P.4(1 — Pya)DN)(1 — PynDV) (3.37)

Die mittlere Ubertragungszeit pro erfolgreich iibertragenem Pakéttau

Tay _ 1-Pna—PeaPaN+PeaPNaA+(N—=1)(PAN+Pea—PaANPNA—Pea PN A—2PeaPAN+2PeaPAN PN 4) (3 38)
Tg (1=Peq)(1—=Pan)(1—Pna)

und die spektrale Effizienz betragt

(1=Pea)(1=Pan)(1—Pna)
n= = R. . (3.39)
1-PNaA—PeaPAN+PeaPna+(N—1)(PAN+Pea—PANPNA—Peg PN A—2PoqPAN+2Peg PAN PN A)

Fur die schon im letzten Abschnitt betrachteten Spedial’4ny = Py und P4y = Py 4 = 0 erhalten wir

(1 - P.g)(1 — Pan) .
1+ (N —1)(Pan + Pog— 2PanPog) ¢

1 — Py R
1+(N_1)Ped ‘

Psy =Pna = 1=

PAN:PNAZO - n =

3.4.5 Datendurchsatz beim SR-Verfahren

Fur dasSelective-Repeaterfahren werden die Parameter wie folgt festgesetzt:

a = D (3.40)
b = Py (3.41)
¢ = Pya (3.42)
d = (1—Pya)-D (3.43)
e = 1—Py (3.44)
f = Pan-D (3.45)
g = 1—Pan (3.46)

Die leichten Unterschiede zum GB-Verfahren sind so zu erklaren: Wird im Fehlerfall das NAKein ACK
verfalscht, lauft dieUbertragung irrtiimlicherweise ohne Wiederholung weibies filhrt aber nicht zu einer
zusatzlichen Verzogerung, da keine bereits korrekt ang#nen Pakete verworfen werden (siehlediglich
Uberlauf des Puffers méglich), sondern nur das betroffesieet wiederholt wird (siehé). Die versehentliche
Wiederholung eines schon korrekt Ubertragenen Blockarsacht dagegen fiir beide ARQ-Strategien eine
Verzogerung von einer Paketdauer.

Wir erhalten folgend&bertragungsfunktion:

B (1= P.q)(1 = Pan)(1 — Pya)D
Hsr(D) = (1— Pya— Pog(1— Pya)D)(1 — PanD) (3.47)

Die mittlere Ubertragungszeit pro erfolgreich tibertragenem Pakégtau

Tav 1 — P.gPan
_ 3.48
T (1= Pe)(1 — Pan) (3:49)

und die spektrale Effizienz betragt
(1= P.g)(1 — Pan)
= c - 3.49
7 1 — PegPan i (3.49)
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3.4.6 Vergleich der ARQ-Strategien

Beim Vergleich der ARQ-Strategien soll zunachst erst @ihder Einflu des stérungsbehafteten Riickkanals
auf die jeweiligen Verfahren untersucht werden. Dazu zedje Bilder 3.9 bis 3.11 die Datendurchsatggir
verschiedeneound trip delaysN verschiedene Fehlerwahrscheinlichkeiteny. Es ist ersichtlich, dass das
Stop & WaitVerfahren selbst bei zuverlassigen Riickkanalm( = 10~*) den geringsten Datendurchsatz be-
sitzt (vgl. idealer Riickkanal). Dementsprechend wirkhsiuch eine Degradation der Qualitat des Riickkanals
kaum aus.

Durchsatzrate flr SW-Strategie: Realer Ruckkanal

0.6 T T T T T T T T T
— N=2,P, =le-1
— N=24,P, =le-1
0.5l —=- N=80, B, =le-1 i
-~ N=2,P_=le-4
s~ N=24,P  =le-4
o4l -~ N=80,P, =le-4 |
4
g\\o.\?r 4

Ey/Ny in dB —
Bild 3.9: Vergleich verschiedener Fehlerwahrscheinlichkeifgr, fiir die SW-Strategie

Beim GB-V-Verfahren nahern sich die Kurven verschiedeiefur einen zuverlassigen Ruckkandt{y =
10~%) asymptotisch an. Weist der Riickkanal allerdings ein bd¥ehlerpotential aufif,y = 10~2), so wird

die Effizienz nachhaltig reduziert, d.h. selbst flr gegeandlich strebende Signal-Rausch-Abstande wird nicht
die gleiche Effizienz erreicht wie fir gute Riickkanaléeger Effekt wirkt sich um so starker aus, je groRer der
ParameterV, also die Anzahl der zu wiederholenden Blocke, ist.

Das SR-Verfahren besitzt die geringste Empfindlichkeitegedper gestorten Riickkanalen. Dies war auch zu
erwarten, da bei unnotig wiederholten Blocken (AEKNAK) nicht gleich N Pakete wiederholt werden, son-
dern nur ein einziger, wodurch sich der Durchsatz nicht ataoh reduziert. Fur den Fall (NAK> ACK) wird

der empfangene Block im Empfanger nicht verworfen, samderischengespeichert, so dass dies die Effizienz
gar nicht beeinflul3t (siehe Unabhangigkeit vpwon Py 4 in Gl. (3.49)). Allerdings bleibt festzustellen, dass
die SR-Strategie nur in der Realitat so nicht umzusetzedasein unendlich gro3er Puffer bendtigt wirde.

Fur Ubertragungssysteme mit kurzen Reichweiten, z.B. dieaknie Richtfunkstrecke milv = 2, zeigt
Bild 3.12 einen direkten Vergleich der diskutierten ARQaStgien. Es ist erkennbar, dass der SR-Verfahren
die grolite Effizienz besitzt. Fir geringe Qualitaten Réskkanals nimmt der Unterschied zu. Ein Vergleich
zwischen SR und GBV zeigt, dass fill’sy = 10~* die Datendurchsatze asymptotisch gleich sind, wahrend
fur P4 = 1072 ein konstanter Unterschied von etwa 0.05 verbleibt. Finené VerzogerungszeiteiV (= 25

bzw. N = 81) ware der Unterschied zwischen SR auf der einen und SW bBuNGauf der anderen Seite

noch grol3er ausgefallen.
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Durchsatzrate fir GB—N-Strategie: Realer Riickkanal
06 T T T T T T T T T
— N=2 Fy=le2 2ehhhbbd
A A\
—— N:24, PAN:].e_Z - X
0.57 —— N:80, F/’A\N:le—Z A
N=2, P, =le-4
"""""" v
0.4
T 88888881
0.3 =acEais
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Bild 3.10: Vergleich verschiedener Fehlerwahrscheinlichkefar; fur die GB-Strategie

Durchsatzrate fur SR-Strategien: Realer Rickkanal
06 T T T T T T T T T

05 e e 7

0.4
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Bild 3.11: Vergleich verschiedener Fehlerwahrscheinlichkeftgr; fur die SR-Strategie
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3.5 Hybride FEC/ARQ-Systeme

Die beiden bisher betrachteten prinzipiellen Ansatzekamalcodierung, die FEC- und die ARQ-Verfahren,
besitzen, jedes fur sich genommen, eine Reihe von Naehtelo kann man zwar mit reinen FEC-Verfahren
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Durchsatzrate flir ARQ-Strategien: Realer Riickkanal, N=2
06 T T T T T T T T T

L, E0088E008E00880
P

_ SR, PAN—le—l

—.. SR, aN:1e—4

8 9 10

Ey/Ny in dB —
Bild 3.12: Vergleich der ARQ-Strategien fiir reale Riickkanale mMit= 2

sehr niedrige Fehlerraten ab bestimmten Signal-RausstiaAten erzielen, fur schlechtere Kanalbedingungen
konnen sie jedoch keine fehlerfrdibbertragung garantieren. Andererseits fligen sie ber ¢fiapalqualitat viel
mehr Redundanz zu, als eigentlich notig ware und redezidamit den moglichen Datendurchsatz.

Reine ARQ-Verfahren verhalten sich grundlegend anderselém entsprechend leistungsfahigen CRC-Code
kann eine nahezu fehlerfrelébertragung gewahrleistet werden, allerdings auf Kosieer u.U. gegen Null
strebenden Durchsatzrate. Fur glieertragungsbedingungen erreicht man hohe Durchsatzrdtéeder feh-
lererkennende Code im Vergleich zu korrigierenden Codesgee Redundanz benotigt. Wird der Kanal aller-
dings schlechter, verringern die standigen Wiederhaangn fehlerhaften Blocken die Effizienz dramatisch.

Es liegt also sehr nahe, die Vorteile beider Strategien mygwingend miteinander zu kombinieren. Bei gu-
ten bis mittleren Kanalbedingungen sorgt der FEC-Codeefiie fast fehlerfreidJbertragung, der Nachteil
des haufigen Wiederholens bei reinen ARQ-Techniken istwibnden. Treten bei schlechtergbertragungs-
bedingungen doch noch Fehler auf, sorgt die ARQ-Steueriungntsprechende Wiederholungen. Beide Ver-
fahren erganzen sich also hervorragend zu einem sogemamytiriden FEC/ARQ-System, dessen Struktur
Bild 3.13 zeigt. Der zum ARQ-System gehotrende fehlerankede Code bildet den aulReren, der FEC-Code
den inneren Code einer seriellen Verkettung.

ARQ FEC Diskreter FEC- ARQ-

Sender Codierer "l Kanal ”| Decodierer Empfénger Senke

Quelle

Riickkanal

Bild 3.13: Struktur eines hybriden FEC-ARQ-Systems
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3.5.1 Typ-I hybrides ARQ-System

Das sogenannt@yp-| hybride ARQ-System stellt die einfachste Art der Kombination von FEC und ARQ.dar
Es besitzt eine gute Leistungsfahigkeit bei annahermstemterUbertragungsbedingungen, also quasi zeitin-
varianten Kanalen. Entsprechend Bild 3.14 werden denrmdtionsbit zunachst die Priifbit eines fehlererken-
nenden CRC-Codes angehangt (aul3erer Code). Danactt eliiCodierung mit einem fehlerkorrigierenden

FEC-Code, z.B. einem Faltungscode als inneren Code.

Infobit

AuBerer Code Infobit CRC-Bit

Innerer Code (Infobit + CRC-Bit) + FEC-Codierung

Bild 3.14: Codierung beim Typ-I hybriden ARQ-System

Die Funktionsweise ist mit der reiner ARQ-Verfahren idedli und in Bild 3.15 skizziert. Im fehlerfreien
Fall erfolgt das Senden eines ACK-Signals, woraufhin derd8e den nachsten Block Uibermittelt. Wird ein
Fehler detektiert, muss der betroffene Block wiederholtden, inklusive der Redundanz des FEC-Codes. Der
fur bestimmte Kanale erzielbare bessere Durchsatz ingl&eh zu reinen ARQ-Strategien wird durch die
Moglichkeit der Fehlerkorrektur mit Hilfe des FEC-Codegielt. Ist dieser an den quasi konstanten Kanal
angepaldt, kann eine nahezu optimale Durchsatzrate drvesctien.

Allerdings besitzt das Typ-1 hybride Verfahren weiterhiendgravierenden Nachteil reiner FEC-Systeme, dass
keine ausreichende Adaption fur zeitvariante Kanaléingel Wahrend guter Kanaleigenschaften wird durch
den fehlerkorrigierenden Code mehr Redundanz als natigeeracht, die Effizienz verringert sich hier. Daher
ist das Typ-1 hybride Verfahren nicht fir zeitvariante Kéngeeignet. Fir sie ist vielmehr eine Adaptivitat auch
des FEC-Codes erforderlich, auf die im folgenden Absciméitter eingegangen wird.

3.5.2 Hybrides ARQ-System mit ratenkompatiblen Faltungsodes

gesucht: bessere Adaptivitat der FEC-Komponente
guter Kanal— wenig Redundanz, z.B. reines ARQ-System
schlechter Kanals viel Redundanz durch fehlerkorrigierenden Code

Losung: Redundanz des FEC-Codes wird nicht auf einmattidigeen, sondern sukzessive, je nachdem,
wie oft Fehler aufgetreten sind und Wiederholungen andgeforwerden. Wurde sofort fehlerfrei
Ubertragen, reduziert sich hierdurch die UbertragerduRganz.

Fur dieses ARQ-Prinzip eignen sich hervorragend punktiealtungscodes. Sie wurden fir diese Anwendung
erstmals von Hagenauer [Hag88] addenkompatible punktierte Faltungscodes(Rate-Compatible Punctu-
red Convolutional CodedRCPC-Codes) vorgestellt. Den Basiscode bildet ein geligirer Faltungscode mit
der Coderate?. = 1/4. Fur ihn werden dann mehrere PunktierungsmatriPermit den Elementem; ;(()
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Ubertrage neuen Block
mit Startpunktierung

A

A

Wiederhole Block Empfange Block und
mit Startpunktierung priife auf Fehler

NAK

Nein

Fehler?

Bild 3.15: Protokollablauf beim Typ-1 hybriden ARQ-System

entworfen, von denen jede eine bestimmte Coderate

o_ _Lp
Lp—l—l

(3.50)

reprasentiert, wobel » die Punktierungsperiode darstellt und der Paramieier Intervall 1 --- (n — 1)Lp
liegt. Mit sinkendem Index lassen sich dann Coderaten vBa = 1/4 (keine Punktierung] = (n — 1) Lp)
bis R. = 8/9 (I = 1) einstellen.

Mit Hilfe der verschiedenen Punktierungsmatrizen kann ainen Redundanz (Prifbit) nachgesendet wer-
den, wenn im Empfanger ein nicht korrigierbarer Fehleekiitrt wurde. Weiterhin kann die Coderate schon
direkt im Sender durch die Wahl einer geeigneten Matrix aefrdomentanetbertragungsbedingungen ad-
aptiert werden. Hierzu kann z.B. eine Kanalzustandsgahgtim Empfanger dienen, deren Ergebnis tGber den
Rickkanal dem Sender mitgeteilt wird.

Soll die Coderate gewechselt werden, ist auf die Bedingandrdtenkompatibilit &t zu achten. Sie kann fur
einen Bezugsindek gemal

pijlo)=1 = pij)=1 Vi>l>1 (3.51)
pijlo) =0 = pij()=0 Vi<l <(n—-1)Lp—1 (3.52)

formuliert werden und besagt, dass bei einem Wechsel déttiecumgsmatrix vord zul + ¢ (mehr Redundanz)
alle bisher tUibertragenen Stellen auch weiterhin Ubggtraverden missen. Es dirfen nur diejenigen Redun-
danzbit hinzukommen, die bisher punktiert wurden. Weiteduirfen bei einer Verringerung der Redundanz
entsprechend Gl. (3.52) nur bisher Uibertragene Codastelisatzlich punktiert werden, die bisher punktier-
ten Stellen werden auch weiterhin ausgeblendet. Die Ratepétibilitat garantiert, dass beim Umschalten der
Punktierungsmatrix keine Information verloren geht.

Die Realisierung des obigen Ansatzes ist in Bild 3.16 daefjesim Sender werden die Informationsbit
zunachst mit einem CRC-Code und dann mit einem FEC-Codkigér Coderate (viel Redundanz) codiert.
Die ersteUbertragung beinhaltet aber nur einen Teil der FEC-Recundder Rest wird in einem Puffer
gespeichert. Stellt der Empfanger einen Fehler festchpdi er den empfangenen Block ebenfalls und sen-
det ein NAK-Signal. Dies veranlaft den Sender, eine erndbiertragung zu initiieren. Es wird aber nicht
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Ubertrage neuen Block
mit Startpunktierung

A

A

Wiederhole Block Empfange Block und
mit Startpunktierung priife auf Fehler

Nein Nein
A
Weitere Ja
Prifbit?
A Ubertrage weitere
NAK Priifbit zum

fehlerhaften Block

Empfange Block und
priife auf Fehler

Nein
Ja Fehler?

Bild 3.16: Protokollablauf beim hybriden ARQ-System mit RCPC-Codes

das urspriinglich gesendete Paket wiederholt, sondeimetie die bisher zuriickgehaltenen Prifbit der FEC-
Codierung gesendet. Mit ihnen kann der Empfanger dannmaugs mit dem gepufferten, fehlerbehafteten

Block einen erneuten Decodierversuch unternehmen. DignuNerfiigung stehende zusatzliche Redundanz
soll jetzt zu einer fehlerfreien Decodierung fuhren.

Dabei werden in der Praxis nicht alle moglichen Coderaé¢sathlich genutzt. Es wiirde auch keinen Sinn

machen, jedes Prifbit einzelnen nachzusenden, da eiele@szzusatzliches Bit mit hoher Wahrscheinlichkeit

nicht sofort zu einer erfolgreichen Fehlerkorrektur fidmrd somit mehrere Durchlaufe erforderlich waren, von

denen jeder die Verzogerungszeit erhoht. Vielmehr istrassoll, bestimmte Biindel zu definieren und diese im

Fehlerfall zu Gbertragen. Dabei kobnnen beim NachsenderPdifbit auch mehrere Biindel zusammengefalit
werden, um unnotige erfolglose Decodierversuche zu vidleneWir miissen also einen Kompromif3 zwischen

moglichst geringer Redundanz und moglichst kleiner ¥gezungszeit suchen. Welche Strategie den erhofften
Erfolg bringt, hangt entscheidend vdubertragungskanal ab und kann nicht pauschal beantwoeteten.
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Beispiel 1:
Basiscode mif., = 5undR, = 1/4

Generatorpolynome:

gy = 1+D+D*

g = 1+D*+D3+D*
go = 1+D+D*+D*
g3 = 1+D+D*+D*

Punktierungsmatrizen (Punktierungsperidde = 8 — 8 Spalten, CoderatB. = 1/4 — 4 Zeilen):

1111 1111
1 1111 1111
Re=7 — Po=1 1111 1111
1111 1111

1111 1111

2 1111 1111
Re=2 — Pa=1 1119 1111
1010 1010

1111 1111

1 1111 1111
Re=3 — Pa=1| 17117 1111
0000 0000

1111 1111

4 1111 1111
Re=15 = Po=1| 1100 1100
0000 0000

1111 1111

1 1111 1111
Re=35 — Ps=1 5000 0000
0000 0000

1111 1111

9 1010 1010
Fe=3 — Pu=1{ 4000 0000
0000 0000

1111 0111

8 1000 1000
Fe=g5 — Pu=1{ 4000 0000
0000 0000

Beispiel 2:

Basiscode mif., = 7und R, = 1/3

Generatorpolynome: g0
g1
g2

——)Plz

= 1+D+D3*D*+ DS

= 1+D*+D*+D°+ D°

= 1+D?>*+D°+ DS

1111
1111
1111
1110

1111
1111
1111
1000

1111
1111
1110
0000

1111
1111
1000
0000

1111
1110
0000
0000

1111
1000
0000
0000

1111
1111
1111
1110

1111
1111
1111
1000

1111
1111
1110
0000

1111
1111
1000
0000

1111
1110
0000
0000

1111
1000
0000
0000
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Punktierungsmatrizen (Punktierungsperidde = 8 — 8 Spalten, CoderatB. = 1/3 — 3 Zeilen):

1 1111 1111 4 1111 1111
Rc:§ — Po=| 1111 1111 Rc:ﬁ—>P1: 1111 1111
1111 1111 1110 1110
4 1111 1111 4 1111 1111
RCZE — Py=1| 1111 1111 Rc:§—>P3: 1111 1111
1100 1100 1000 1000
1 1111 1111 4 1111 1111
Rc:§ — Py=( 1111 1111 Rc:?—>P5: 1110 1110
0000 0000 0000 0000
9 1111 1111 4 1111 1111
Rc:§ — Pg=| 1010 1010 Rc:g — P7;=1 1000 1000
0000 0000 0000 0000
8 1111 0111
Rc:§ — Pg=| 1000 1000
0000 0000

3.5.3 Typ-ll hybrides System

Ein Nachteil des oben beschriebenen Systems besteht dasmder erste gesendete Block im Fehlerfall immer
wieder fur die Decodierung herangezogen wird. Zwar korglie nachtraglich Gbertragenen Prifbit haufig zur
fehlerfreien Decodierung fithren, wenn das erste Paketsabe stark gestort ist, bleiben unter Umstanden aber
alle Decodierversuche erfolglos. Diesen Nachteil behaktTgp-11 hybride ARQ-System. Die prinzipielle
Vorgehensweise ahnelt der des vorigen Verfahrens und &ild 3.17 illustriert.

Auch beim Typ-Il hybriden ARQ-Verfahren wird im Sender aghst Redundanz zuriickgehalten, die dann
bei Eintreten einesbertragungsfehlers nachgeliefert wird. Voraussetzsadier allerdings der Einsatz in-
vertierbarer Codes, d.h. sind die Prifbit eines Codewdtterekt empfangen worden, kann eindeutig auf die
Informationsbit zuriickgeschlossen werden. Dies hat deteV, dass bei zeitvarianten Kanalen die nachgesen-
dete Redundanz unter Umstanden viel besser Uibertrageie als der Originalblock und dann allein, also ohne
die Nutzung der gepufferten ersten Version, fehlerfreodért werden kann. In diesem Fall ist eine gemeinsa-
me Decodierung beider Blocke tiberflissig, sie waresngehteilig. Konventionelle Blockcodes erfillen die
Bedingung der Invertierbarkeit nicht immer, da in der Regehiger Priifbit als Informationsbit vorhanden sind
und somit eine bijektive Abbildung zwischen Informationsid Priifbit ausgeschlossen ist.

Verfahren nach Lin/Yu

Bei der Realisierung nach Lin und Yu wird der Informatiorigee u zunachst mit einem fehlererkennenden
Code(; codiert, es werden also Prufbit angehangt. Das Codewotet ¢; = u, q;). Zusatzlich erfolgt die
Codierung mit einem zweiten, systematischen, fehlergimménden und invertierbaren Codg (s. Bild 3.18),
dessen Prifteip, allerdings nicht gesendet, sondern im Sender gepuffed. Werst wirdc; gesendet. Tritt
wahrend delUbertragung ein Fehler auf, so wird der empfangene Blacky, ) im Empfanger gespeichert
und ein NAK-Signal gesendet. Dies veranlal3t den SenderPdiéit p, des Codes’; ebenfalls mit dem
fehlererkennenden Code zu codiererc, = (p2, q2) und zu Ubertragen.

Es ist zu beachten, dass bei der erdtirertragung nur die Informationsbit und einige wenigefBitides
fehlererkennenden Codé% gesendet wurden, die Redundanz ist also sehr gering. Ineffahwerden die
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Ubertrage neuen Block
mit Fehlererkennung

Empfange Block und
priife auf Fehler

Fehler?  -Dell ,

Ja
NAK

Ubertrage Priifbit
desselben Blocks

mit Fehlererkennung

>

Y

Wled?rhp le ab‘weghsglnd Empfange Block und
Infobit oder Priifbit riife auf Fehler
mit Fehlererkennung p
Nein
Fehler? \

Decodiere beide
Blocke gemeinsam

!

Nein
Ja Fehler?

Bild 3.17: Protokollablauf beim Typ-Il hybriden ARQ-Systems

Informationsbit dann nicht mehr Gbertragen, sondern digbi? des fehlerkorrigierenden und invertierbaren
CodesC; (zusammen mit Prifbids).

Im Empfanger werden nun zunachst die empfangenen Priiflainhand der Checksummg auf Fehlerfreiheit
Uberprift. Ist dies der Fall, so kdnnen aufgrund der fiebarkeit von Cod&’; die Informationsbitu direkt
ausps berechnet werden. Wird dagegen ein Fehler detektiert, fetgedie gemeinsame Decodierung von
(u,p,) des Codeg¢’,. Ist diese auch erfolglos, werden die Informationsbit rus&n mitq; erneut tbertragen,
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G
u —_— u P:
Infobit Infobit ~ Priitbit
u q, P> q,
Infobit CRC-Bit Priitbit CRC-Bit

Bild 3.18: Codierung beim Typ-II hybriden ARQ-System

zunachst allein decodiert und im Fehlerfall erneut zusammitp, decodiert usw.

Verfahren nach Lugand/Costello

Eine zweite, sehr ahnliche Variante des Typ-Il hybriden@ARerfahrens wurde von Lugand und Costello vor-
gestellt. Hier wird als fehlerkorrigierender Codeg ein halbratiger Faltungscode mit den Generatorpolynomen
go(D) undg; (D) eingesetzt. Da die Schieberegisterstruktur eines nathirsiven Faltungscodes als FIR-Filter
interpretiert werden kann, ist der Code durch ein [IR-Fi#diafach invertierbar. Der CRC-Code besitze das Ge-
neratorpolynony(D).

Die Vorgehensweise ist nun die gleiche wie beim Lin/Yu-géren. Zuerst wird das Codewegt{ D) = u(D) -
go(D) - g(D) berechnet und Ubertragen. Dies entspricht einer Halte lthlbratigen Faltungscodes, es ist
also noch keine Redundanz dur€h zugefiigt worden. Die Informationsbit sind durch die Radfumit go (D)
lediglich miteinander kombiniert worden. Tritt kein Fehéif, so kann aus der Sequen@) - go(D) mit Hilfe

des IIR-Filters die gesuchte InformationsfolgéD) geschatzt werden. Im Fehlerfall wird dagegen im Sender
auch das zweite Generatorpolynom des Faltungscodes geWitbilden ¢, (D) = u(D) - g1(D) - g(D) und
Ubertragen es. Auch (D) kann einzeln decodiert werden.

Ist auch dieser Versuch gescheitert, werflgiiD), ¢; (D)) gemeinsam mit dem Viterbi Algorithmus decodiert.
Schlagt auch diese Decodierung fehl, ist die Sequg(?) zu wiederholen, zunachst einzeln zu decodieren,
dann gegebenenfalls gemeinsam @{tD), usw.

3.6 Typ-lll hybrides System

Das Typ-Il hybride ARQ-System hat gegeniiber dem Typ-I ligdsr Ansatz den Vorteil, dass jede Teillbertragung
fur sich einzeln decodierbar ist und somit nicht unter ddtastenvorangegangener Versuche leidet. Zudem
besitzt es weiterhin den Vorteil, mehrere, durch unteestifiheUbertragungsbedingungen gestdrte Empfangs-
signale miteinander zu kombinieren und somit Diversitézanutzen.

Diese Idee greift nun das letzte in diesem Kapitel vorgkstekrfahren noch einmal auf, namlich dago-III
hybride Verfahren [Kal95]. Es verwendet die schon erwahnten ratenkompatilplunktierten Faltungscodes
und nutzt gleichzeitig die Vorteile der Typ-1l hybriden &tgien. Dies wird durch die sogenannte komple-
mentare Punktierung erreicht.

Komplementare Punktierung bedeutet, dass ein niedgerafialtungscode genommen wird, der mit verschie-
denen Punktierungsmatrizé®; punktiert wird, wobei sich di@; derart erganzen, dass jedes Bit mindestens
einmal Ubertragen wird. Jede Punktierungsmatrix eingelsehen sorgt dafir, dass nur wenig Redundanz je
Ubertragung gesendet wird, die zugehorige Sequenz istleitiecodierbar.

Nachgesendete Versionen anddigrkonnen im Fehlerfall ohne Probleme mit ihren Vorgangeosmkiniert
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und mit einem einzigen Viterbi Algorithmus decodiert wardBabei kann es durchaus vorkommen, dass ein-
zelne Symbole mehrfach Ubertragen wurden. Lediglich daspkette Ausblenden bestimmter Bit durch alle
Punktierungsmatrizen ist zu vermeiden.

Komplementare Punktierungsmatrizen kdnnen durch ggktis Verschieben der Spalten Idngebildet wer-
den.

Beispiel

1101 1101
1011 1011
1111 1111
0110 0110

P, =

0111 0111
1110 1110
1111 1111
1001 1001

1212 1212
2121 2121
2222 2222
1111 1111

P,+Py =

Es ist zu erkennen, dass die PunktierungsmatrR2gedie primitive Periodd.p = 4 besitzen. Sie haben jedoch
8 Spalten, damit sie durch zyklisches Verschieben der &palinL /2 = 2 Positionen ineinander uberfuhrt
werden kdnnen.

Fir dieses einfache Beispiel wirden wir ein System ezhaliiass bei jedddbertragung einen drittelratigen
Faltungscode verwendet, insgesamt wird beiliertragungen eine Gesamtcoderate f#n= 1/6 erzielt, was
hoher ist als zweimal den viertelratigen Faltungscodeezwenden.
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